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Sommaire 


À partir de considérations sur les mécanismes d’arythmie dans le myocarde ischémique 
et de l’utilisation d’un modèle de type Hodgkin-Huxley des cellules cardiaques, on 
identifie trois paramètres électrophysiologiques: une représentation du courant de 
lésion par un courant de stimulation constant (1,4, ); la conductance membranaire 
maximale du courant calcium (g.:) ; et un décalage des courants potassium (AV) 
pour reproduire l’accumulation de potassium extracellulaire. Dans un premier 
temps, notre but est de déterminer en fonction de ces trois paramètres les conditions 
qui rendent la membrane automatique ou bistable. L'étape suivante porte sur les 
propriétés de stabilité et d’excitabilité d’un modèle de câble continu. Ces résultats 
nous amènent à discuter de la représentation spatiale d’un foyer d’automaticité anor- 
male sur un câble continu et des conditions selon lesquelles cette activité pourrait 


se propager de façon active. 


La stabilité du modèle membranaire en fonction de 1; est analysée par la simu- 
lation numérique, les méthodes de l’analyse non-linéaire et l’utilisation d’un logiciel 
spécialisé (AUTO). On trouve un intervalle de Ji", borné approximativement par 
deux bifurcations de Hopf, où la membrane devient automatique. On montre que les 
propriétés de cet intervalle d’automaticité sont équivalentes sous plusieurs aspects à 
celles d’un modèle de type FitzHugh-Nagumo avec deux variables d'état. Ce modèle 
simplifié reproduit notamment l’apparition simultanée de cycles stables et instables 


par une bifurcation homoclinique près de la première bifurcation de Hopf. Des 


modèles à deux variables dynamiques sont introduits pour reproduire la nature des 
solutions périodiques près de la seconde bifurcation de Hopf. Cependant, les poten- 
tiels d’action multiphasiques présents près de la seconde bifurcation de Hopf pour 
le modèle original ne se retrouvent dans aucun des modèles simplifiés. La hausse 
de AV, et la baisse de g,; tendent à supprimer la complexification de la période et 
la bifurcation homoclinique au voisinage des bifurcations de Hopf. L’automaticité 
disparait pour des valeurs élevées de AV4. L'augmentation de g.; la transforme en 
une zone de bistabilité où coexistent un état dépolarisé et un état polarisé stables, 
On détermine finalement la région de l’espace des paramètres où la membrane est 
instable établissant ainsi certaines conditions nécessaires à la création d’un foyer 


d’automaticiteé. 


Passant à une échelle de temps plus courte, on traite ensuite des propriétés 
d’excitabilité sous stimulation transitoire lorsque le modèle est en état d'équilibre 
stable. On montre que ces propriétés sont équivalentes à celles d’un modèle unidi- 
mensionnel où une fonction de type Van der Pol représente les courants. Ce modèle 
simplifié permet de construire des courbes représentant l’évolution de la période 
réfractaire absolue et relative du modèle original à la suite d’un potentiel d’action 
et de discuter de l’effet de stimulations répétitives. Cette représentation simplifiée 
des courants est aussi jugée adéquate pour reproduire les propriétés d’excitabilité 
d’un câble continu dont la membrane est représentée par le modèle original. Pour 
des stimulations constantes sur des parties du câble, des solutions stationnaires 


peuvent alors être reconstruites par la méthode des potentiels. L'analyse de leur 


stabilité et l'emploi du théorème de comparaison permettent de discuter des stimu- 
lations liminaires en terme de courant de rhéobase et d’intégrale spatiale du courant 
membranaire. On examine, dans le cas de stimulations ponctuelles, les concepts de 
voltage de seuil et de longueur liminale. 

La dernière partie du travail montre comment les propriétés d’excitabilité et 
de stabilité du modèle peuvent être utilisées pour étudier la génération d’activité 
automatique propagée dans un cable formé d’une chaîne de cellules excitables. Les 
modèles simplifiés s’avèrent très utiles pour guider l’analyse des structures continues 
et suggérer des bornes inférieures et supérieures à certains paramètres. La démarche 
analytique ne permet pas d'établir de façon définitive les conditions requises pour 
qu’une portion du câble, automatique si elle était isolée, puisse le rester sur le 
câble complet et entrainer ce dernier de façon active. Pour l'instant, on devra avoir 


recours à la simulation numérique pour pousser plus loin l’étude de ce problème. 
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Chapitre 1 


Introduction 


La physio-pathologie du système cardiovasculaire nous enseigne qu’une diminution 
de la circulation coronarienne entraîne une réduction de la perfusion du tissu car- 
diaque et des perturbations du métabolisme cellulaire. Ces perturbations causent 
des anomalies de fonctionnement électrique qui se manifestent sous la forme de 
troubles de conduction et d’arythmies. 

Considérons, à titre d'exemple, le stade initial de l’infarctus du myocarde faisant 
suite à une ischémie prononcée. Dans ces conditions, une tachycardie ventriculaire 
peut se développer et perturber de façon sérieuse le fonctionnement mécanique 
du coeur. La formation d’impulsions anormales en bordure du myocarde infarci 
peut être à l’origine de la tachycardie ventriculaire [31,46]. On a proposé comme 
mécanisme possible l’apparition d’un foyer d’activité automatique associé à une 
concentration extracellulaire de KT anormalement élevée dans le tissu ischémique 
[30,36,37]. La dépolarisation résultante des cellules ischémiques alimenterait alors 
un courant de lésion dans une région de transition entre la zone saine et la zone 


ischémiée et y induirait l'excitation répétitive de groupe de cellules [49,77,47,45,46]. 


[y] 


L’accumulation locale de catécholamines [37,69] et une résistivité intracellulaire ac- 
crue pourraient aussi participer à l’automaticité anormale du myocarde ischémique 
[58,86]. 

Cet exemple a inspiré le travail qui va suivre et illustre l’importance d’une con- 
naissance approfondie des mécanismes qui contrôlent l’activité électrique des cellules 
cardiaques. D'une part, il faut bien comprendre l’excitabilité membranaire qui fixe 
la nature de la réponse cellulaire au courant appliqué (e.g. le courant de lésion). 
D'autre part, l’activité électrique cardiaque est aussi un phénomène qui se propage 
à travers une structure anatomique complexe et il faut cerner les conséquences de 


l’organisation structurale des cellules et du tissu sur l’excitabilité et l’automaticité 


cellulaires. 


C’est à l’intérieur de cette problématique que se situe le propos du présent tra- 
vail. L'approche présentée est centrée sur l’analyse d’un modèle mathématique des 
cellules ventriculaires cardiaques. Nous utilisons un modèle (BRDR)) originalement 
proposé par Beeler et Reuter [2] et modifié par Drouhard et Roberge [17]. Nous en 
étudions les propriétés de stabilité, d’excitabilité et d’état réfractaire sous diverses 
conditions. 

Une question fondamentale s’est imposée dès le début: jusqu’à quel point devons- 
nous pousser la compréhension du modèle? Il est clair que le modèle BRDR est 
forcément incomplet. La description des canaux ioniques n’y est pas défimitive et 
elle s’affinera avec les techniques de mesure. Ce modèle n’inclut pas le transport 


actif des principales espèces ioniques, lequel a déjà fait l’objet de représentations 


détaillées [15,54]. Comment étudier un modèle particulier pour que les conclusions 
continuent à être utiles malgré son évolution? Dans ce contexte, notre démarche 
s’est fondée sur trois approches complémentaires. 

En premier lieu, nous utilisons la simulation numérique des phénomènes électro- 
physiologiques. En variant les paramètres du modèle et les conditions initiales, et en 
examinant les dynamiques résultantes, nous devenons familiers avec les comporte- 
ments du modèle et nous pouvons identifier les facteurs importants. Cette approche 
est similaire à bien des égards à l’étude expérimentale d’une préparation biologique. 

Deuxièment, nous procédons à une analyse numérique et analytique des pro- 
priétés de stabilité du système. On obtient, d’une part, une image globale des at- 
tracteurs du système et, d'autre part, une méthode pour mettre en relief l'interaction 
des variables. Ces résultats sont comparés à ceux de la simulation numérique. 

Enfin, nous construisons des modèles mathématiques simplifiés pour vérifier 
jusqu’à quel point les facteurs dégagés par les analyses précédentes sont effective- 
ment suffisants pour générer les comportements étudiés. Des modèles à faible di- 
mensionnalité, s’ils conservent les aspects importants de la dynamique, permettent 
des représentations simplifiées qui peuvent être utiles quand on aborde l'étude des 
interactions entre les cellules. 

Nous croyons que cette manière systématique de dégager des facteurs explicatifs 
et de vérifier leur pertinence à l’aide d’un modèle simplifié donne à nos conclusions 
une robutesse souhaitable. Tout nouveau modèle pourra être soumis à la même 


analyse et ses similarités et différences pourront être plus directement mises en 


évidence. 


Dans le second chapitre, nous présentons les caractéristiques générales des modèles 
de type Hodgkin-Huxley (H-H) utilisés pour décrire les propriétés électriques des 
membranes excitables. Nous introduisons ensuite le modele BRDR des cellules 
ventriculaires cardiaques qui sert de base à notre étude. 

Aux chapitres trois et quatre, nous analysons le comportement du modèle BRDR 
sous application d’un courant de stimulation constant, analogue à un courant de 
lésion. Le troisième chapitre analyse la nature des points critiques et les facteurs 
qui contrôlent leur stabilité en considérant successivement la conductivité et ses 
composantes, les valeurs propres et les vecteurs propres. 

Le quatrième chapitre discute des solutions périodiques stables et instables et 
présente le diagramme général de bifurcation. On insiste particulièrement sur la 
nature de la transition entre les points d'équilibre stables et les solutions périodiques 
stables avec la variation du courant appliqué puisque, dans une structure continue, 
on doit s'attendre à ce que le courant appliqué varie d’une cellule à l’autre. La 
présentation de modèles simplifiés clôt cette première partie. On examine jusqu’à 
quel point ils reproduisent les divers résultats observés sur le modèle complet. 

Le cinquième chapitre s’ouvre sur une brève revue des résultats expérimentaux 
concernant l’état des tissus cardiaques tôt après l’apparition d’une zone ischémique. 
Ils suggèrent que des modifications des courants calcium et potassium sont im- 
pliquées dans la genèse des arythmies. Deux paramètres sont choisis pour tenter de 


reproduire ces modifications dans le modele BRDR: la conductivité membranaire 


maximale (g.;) du courant calcium et un décalage des courants potassium (AV;) 
due à l’accumulation extracellulaire de l’ion KT. On étudie leur influence sur la na- 
ture et la succession des états stables exposées aux chapitres précédents. On arrive 
finalement à cerner une région de l’espace des paramètres qui pourrait être propice 
à la formation de foyers ectopiques. 

Dans les deux derniers chapitres, l'attention se tourne vers les propriétés d’excitabilité 
qui gouvernent la propagation du potentiel d’action dans des structures contin- 
ues. Le sixième chapitre analyse le comportement d’une cellule isolée sous ap- 
plication d’un courant transitoire de stimulation. Par des stimulations de durée 
finie et d'intensité variable, on induit des dynamiques qualitativement différentes, 
selon qu’un potentiel d’action est déclenché ou non. Les méthodes présentées aux 
chapitres précédents sont appliquées aux problèmes d’excitabilité et de seuil et per- 
mettent de construire un modèle simplifié. 

Au dernier chapitre, l'étude de l’excitabilité est étendue à des chaines linéaires 
de cellules interconnectées (câbles). On constate d’abord la concordance des com- 
portements du modèle BRDR et du modèle simplifié du chapitre précédent pour des 
stimulations ponctuelles appliquées sur un câble initialement au repos. Cela permet 
de dégager certains résultats quant aux caractéristiques des stimulations liminaires 
et de poser de façon plus générale le problème de l’excitabilité dans des structures 


continues. 


En résumé, la première partie de ce travail présente une description des com- 


portements stables et transitoires accessibles à la membrane BRDR sous diverses 


conditions et isole les variables qui les contrôlent. La seconde partie discute de 
l’excitabilité dans les structures unidimensionnelles et établit certains résultats pour 
des contextes particuliers de stimulation. Elle présente aussi une approche suscep- 


tible d’être généralisée à des situations plus complexes. 


Chapitre 2 


Modèle membranaire de type 
Hodgkin-Huxley 


Dans toute cellule excitable, les concentrations de diverses espèces ioniques sont 
différentes de part et d’autre de la membrane cellulaire qui sépare les milieux in- 
tracellulaire et extracellulaire. Ces gradients de concentration, en conjonction avec 
le potentiel transmembranaire (V= potentiel intracellulaire - potentiel extracellu- 
laire), déterminent la force électrochimique agissant sur les ions pour les amener à 
traverser la membrane. La capacité par unité de surface (C},,) lie l'accumulation des 
charges sur les faces internes et externes de la membrane à la différence de potentiel 


entre les deux milieux par la relation 
M 
n=> nm CV (2.1) 
s=1 


où ©, est la densité totale de charge par unité de surface, 0; est la charge portée par 


l'espèce ionique i et M est le nombre d’espèces ioniques. 


2.1 Modèle de type Hodgkin-Huxley (H-H) 


L'hypothèse fondamentale de la formulation H-H [40] est que chaque espèce ionique 
traverse la membrane par des pores ou canaux qui lui sont spécifiques. Le courant 
ionique total est donc une somme de courants indépendants, chacun associé à un 
type de canal et aux ions particuliers qui peuvent le traverser. Pour être fonctionnel, 
le modèle doit contenir les expressions qui gouvernent l’ouverture et la fermeture 
des canaux et une description du courant qui leur est associé. Nous discutons 


brièvement de ces deux aspects. 


2.1.1 Ouverture et fermeture des canaux 


L'état de chaque canal est contrôlé par un certain nombre de portes qui peuvent être 
ouvertes ou fermées. L'ouverture et la fermeture de chacune des portes sont con- 
sidérées comme des événements indépendants, répondant à une statistique de Pois- 
son. Chaque type de porte (i=1,N) est caractérisé par une probabilité d'ouverture 
(a;(V)) et de fermeture (B;(V)) par unité de temps. Ces taux de transition sont 
fonction de la différence de potentiel transmembranaire. 

Bi(V') 


Portei: OUVERTE =  FERMÉE (2.2) 
a;(V) 


Notons Y:(t) la proportion moyenne des portes de type i dans l’état ouvert au 
temps t. On montre à l’appendice À que l’hypothèse d'indépendance ( l'ouverture 
et la fermeture de chacune des portes prise individuellement ne dépend pas des 


autres) et l’emploi d’une statistique de Poisson permettent de déduire que l’évolution 


temporelle de Y:(t) répond à l’équation: 





MCE) LL y 
avec 
HN) = 
œ; 
Fe = œi + Bi 


La forme fonctionnelle des a;(V) et B;(V ) est obtenue par lissage des résultats 
d'expériences de voltage imposé (utilisant par exemple la méthode du maximum de 
vraisemblance) et caractérise le type de canaux considérés. 

Considérons un canal membranaire spécifique à un ion particulier v et assumons 
que la densité de ces canaux par unité de surface est p;. Posons aussi que ce 
canal est contrôlé par K portes qui peuvent être de types différents. Les Y:(t),2 = 
1, X représentent la proportion moyenne des ces portes qui sont ouvertes au temps 
t. Puisque les portes réagissent indépendamment les unes des autres, la densité 


moyenne de canaux ouverts s'écrit: 
K 
put) = Pr [[ Yi(t) (2.4) 
s=1 


Si chaque canal ouvert laisse passer un courant 1°, la densité membranaire de 


courant associée à l'ion v devient 


I,(t) = p,(t)I, (2.5) 
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2.1.2 Conductivité membranaire 


Le modèle H-H considère chaque canal ouvert comme un milieu ohmique caractérisé 


par une conductivité fixe g°. Le courant J° qui traverse chaque canal ouvert s'écrit 
I =g/(V -E,) (2.6) 


où E, est le potentiel d'équilibre de l’espèce ionique v, lequel dépend de la différence 
de concentration de part et d’autre de la membrane. En utilisant les équations 2.4. 


2.5 et 2.6, il vient 


I,(t) pu(t)g/(V — E,) 


K 
= p,g [[ Y(t\(V —-E,) 


=] 


= g,(t\(V —E,) (2.7) 


/ 


L'état général des canaux spécifiques à l'ion v est donc caractérisé globalement par 
une conductivité par unité de surface g,(t). 

Le raisonnement précédent est fondé sur l’hypothèse que chaque canal ouvert, 
pris isolément, a un comportement ohmique, i.e. qu'il correspond à un milieu où 
le nombre de charges mobiles est invariant. Nous voudrions souligner quelques 
conséquences de cette hypothèse, notamment quant à la définition du potentiel 
d'équilibre et à sa relation au potentiel de Nernst. 

La densité de courant J° à l’intérieur d’un canal ouvert a une composante dif- 
fusive (Ja:(C,)) ée au profil de concentration le long du canal et une composante 


électrodiffusive (J.(C;,,#) controlée par le profil du potentiel (+?) et la concentration 
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d'ions (C,) dans le canal. L'’équation de Nernst-Planck décrit ces courants sous la 


forme 


Er 
© 


ju, + Jais(C,) + Ja(C,, D) 


0, _ Z}F°D,,, © 


AE Oz RT ” Êx 





(2.8) 


où F est la constante de Faraday, R la constante de Boltzmann, T la température 
absolue, D, le coefficient de diffusion et Z, la valence de l'ion v. 

Habituellement, pour calculer le potentiel de Nernst, on assume une distribution 
de potentiel pour laquelle Ji;(C,) = —Ja(C,,#) à chaque point de l’espace, 1.e. 


J°=0. Par intégration entre les bornes du milieu, on obtient l'expression bien connue 


C, 
VNernst = (Vi — Do) x MS) (2.9) 


où les indices i et o désignent la valeur des fonctions aux deux bornes du canal. 

La concentration ionique à l’intérieur du canal intervient directement dans l’équation 
de Nernst-Planck. Si cette dernière varie le long du canal, le milieu ne peut être 
considéré comme ohmique. Ceci contredit l’hypothèse du modèle H-H et, stricte- 
ment, le potentiel d'équilibre d’un canal ouvert ne peut être obtenu directement de 
l’équation 2.9 en utilisant les concentrations des milieux externe et interne. Il faut 
un modèle spécifique de la population ionique et de la distribution de potentiel à 
l’intérieur de la membrane, de même qu’une représentation de l'interface entre le 


canal et les milieux intra et extracellulaires. Plusieurs formulations ont été pro- 
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posées (pour une revue, voir [14,78]) sans qu'aucune ne s’avère définitive, et la 


recherche se poursuit. 


2.2 Modèle BRDR 





Figure 2.1: Modèle BRDR tel que décrit par les équations 2.10 à 2.13 


La figure 2.1 montre les différents courants qui apparaissent dans le modèle BRDR, 
soit un courant sodium (/,,), un courant lent (/,;), un courant potassium (74) et le 


courant de stimulation (14m). Ces courants répondent aux équations 


Le = Inam°h(V = Es) 
Lei _— gif (V dé Es) (2.10) 
I = In(V)+z1 Za(V) 


où m.,h,d.f,xl désignent les différents types de portes contrôlant l’ouverture des 


canaux. Ces variables représentent la proportion moyenne de chaque type de porte 


13 


dans l’état ouvert (= € [0,1]). Leur évolution temporelle est décrite par des 
équations de la forme (2.3) et (2.7). Iu(V) et Z1(V) sont des courants de recti- 
fication qui dépendent directement du voltage. Les fonctions décrivant les taux 
d'ouverture et de fermeture (a;(V}),B;(V)) et les courants de rectification sont 
fournies à l’appendice B. ya, Qsi, Ena, Es sont respectivement les conductivités 
maximales et les potentiels d'équilibre de chaque courant, conformément à la for- 
mulation de l’équation 2.10. Les valeurs nominales de ces paramètres sont g,,= 15 
mS/cm°, gs; = 0.09 mS/cm?, E,;= 40 mV, E;;= 74 mV. 


On introduit le vecteur Y(t) : 


Yi(t) 5 
| h 
Y(t)=| ‘ |=|4 (2.11) 
É i 
Ys(t) CL 
et 
Lon(V Yi,2 — 1, à) = 1 9 T La T Ik (2.12) 


Avec cette notation, le système représenté à la figure 2.1 répond aux équations 





dV(t) LA UV: Pi, — 1, 5) Late Fe CDI Lio 

7 = - æ +6 = (Vi i=15)+ 2 (213) 
dE) _ 1 y à RES Lo 

dt Ré 7) ie(V) Yi) is AV.) er 1,5 


ou, conformément à la notation utilisée à l’appendice C, 


v(e) fo(V, Yi, à as + 
(0) = |" |.F(&, Lun) = Se (2.14) 
Ys(t) fs(V, Yn) 


Chapitre 3 


Stabilité des points critiques du 
modèle BRDR sous application 
d’un courant constant 


Les équations 2.13 à 2.15 décrivent le comportement d’une membrane BRDR soumise 
à un courant de stimulation constant 1,::,. Ce chapitre a pour but d’appliquer cer- 
taines méthodes d'analyse des systèmes d'équations différentielles ordinaires pour 
établir la nature des points d'équilibre du modèle BRDR et déterminer quelles vari- 
ables ont une influence prépondérante sur eux. Nous montrerons que le courant 
I,hA influence peu la valeur du potentiel membranaire aux points critiques, laquelle 
dépend plutôt de l’interaction de J,; et des composantes de J;. Quant à la stabilité 
du système, elle dépend surtout des variations de la valeur d'équilibre de dif et xl 
et du retard de ces deux dernières variables dynamiques. 

Nous introduisons d’abord le concept de sous-espace invariant qui assure que 
la dynamique du système est restreinte à un volume fini de l’espace de phase et 
que tous les attracteurs s’y trouvent. Nous montrons que le modèle BRDR respecte 


cette condition. Nous discutons ensuite de la méthode utilisée pour diagnostiquer la 
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nature des points critiques et nous l’appliquons au modèle BRDR. Ayant localisé les 
points critiques et établi leur nature, nous discutons des liens entre leur stabilité et 
les différentes composantes de la conductivité membranaire. Nous analysons enfin 
l’évolution des valeurs propres et des vecteurs propres qui correspondent aux points 


d'équilibre du modèle. 


3.1 Comportement asymptotique du système 


Analyser la stabilité d’un sytème d'équations différentielles ordinaires, c’est en 
chercher les comportements asymptotiques. Ayant choisi un ensemble de condi- 
tions initiales, on veut savoir vers quels états (attracteurs) peut tendre la dynamique 
lorsque t — oo. Mais avant de chercher les attracteurs, on voudrait savoir si l’on 
peut préciser la région de l’espace où ils doivent se trouver. 

Si l’on peut construire un hypervolume dans l’espace de phase tel que tout point 
de la frontière génère une trajectoire qui entre dans ce volume, on est alors assuré 
que des attracteurs y sont inclus. Un tel volume s’appelle un sous-espace invariant 
sous la dynamique. Nous allons montrer qu'il peut être construit pour le modèle 
BRDR soumis à des stimulations constantes et positives. 

Les variables dynamiques représentent la proportion moyenne de chaque type 
de portes qui sont ouvertes au temps t et leurs valeurs sont restreintes à l’intervalle 
[0,1]. Aucune contrainte mathématique ne limite à priori l'intervalle de définition 
du potentiel membranaire. Physiologiquement cependant le potentiel membranaire 


doit rester borné, ne dépassant pas + 150 mV. 
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Pour toute condition initiale (0) = CE W,Y,,1=1,52€ S = Rx C 0,1 =>, 
le système d'équations 2.13 à 2.15 génère une trajectoire dans S. Un sous-ensemble 
U C S est invariant sous la dynamique si, pour toute fonction ®({) solution du 
système, on a 

V(0O)eV,®t)eUVteR* (3.1) 
3.1.1 Sous-espace invariant pour les variables dynamiques 
En examinant les courbes de Y:,(V') (fig. 3.1 À, p. 16) on distingue deux types de 
variables dynamiques: les variables d'activation (m,d,x1) dont la valeur croît de 0 
à 1 avec l'augmentation du voltage, et les variables d’inactivation (h,f) de variation 
inverse. 


Pour les variables d'activation, on a 


Jim, Fou) 


] 
© 


im, Yio(V) = + 


dYis(V) 


AV > 0,V € (—c,+00) 


T(V) > 0,V € (—, +00) 


Ces propriétés nous assurent que 


1 

A) die(V) — 0) > 0,V > —oo 
1 

0) ic (V) — 1) < 0,V < +00 


Un raisonnement similaire s'applique aux variables d’inactivation en permutant 


le 0 et le 1 dans les équations précédentes. On conclut que V[|V|| < co, l'intervalle 
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Y. (V) 


+00 


L,, L, (ms) 
“ 
L f Li (ms) 





E è 
S mil 
Es o, 
LA > 
= © 
EE x 
x D 
V(mV) 


Figure 3.1: Caractéristiques du modèles BRDR 
A) État stable des variables dynamiques Y:.(V}), soit ms, ho, de, fr et lue. B) 
Constantes de temps, soit Th, Ta, Tf et Tr1: Tm à une forme semblable à 7, avec un 
maximum de 0.22 ms à -49 mV. C) Zu(V) et Z1(V) et leurs dérivées en fonction 
de V. 
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[0,1] est bien invariant sous la dynamique, quel que soit l'intervalle de potentiel 


considéré. 
3.1.2 Sous-espace invariant pour le potentiel 


Nous allons montrer que la variation du potentiel peut elle aussi être bornée. 


Borne inférieure du potentiel 


Par la définition des courants (eqs 2.7, 2.10), quelles que soient les valeurs de 


mhdetf,ona 


VV <mnLE... ED > 0 (3.2) 
D'où 


— Lon E De(Vh cl NV) (3.3) 


L'examen de 1Z;1(V) et Z1(V) (fig. 3.1 C) montre qu'il existe un voltage V:n < 


En, Es tel que 
—Iu(V),-1:(V) >0,VV € (—-o0, Vin) 


D'ou. & Lis, = 0 


dV 
Cm = — Lion ù Ein > 0 à VE (—oo, Vi) (3.4) 


On peut donc choisir Vif < Vin tel que dV/dt > 0 quelle que soit la valeur des 
variables dynamiques dans l'intervalle [0,1]. On peut fixer ainsi une borne inférieure 


au potentiel. 
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Borne supérieure du potentiel 


D'autre part, pour tout V > mar EC Eu, E,; 2, on a —7,,,—1,; < 0,et 


— Lion < —In(V)- xl Za1(V) < —-In(V) <0 (3.5) 


D'autre part, pour V > 0,ona 


dy: 
dV 





œ cte > 0 


On peut donc, pour chaque Zuim > 0, trouver V.., tel que 


dV 
dt 





Cr = —Llion + 0 < 0 (3.6) 


3.1.3 Conclusion 


Les énoncés 3.4 et 3.6 assurent, pour chaque Zi > 0, qu'on peut choisir V,,7 et 


Viup tels que la dynamique laisse invariant le sous-ensemble U7,,,,= CE Vins, Voup 2 
KELILF, 
Quelles sont les conséquences de l’existence d’un sous-ensemble invariant sous 


la dynamique? Partant d’un point quelconque de U} 


stim 


la trajectoire générée par 
la dynamique restera toujours dans l’hypercube défini par Ur,,.,. Puisque deux tra- 
jectoires ne peuvent se couper sans être confondues et que tout point de U peut être 
utilisé comme condition initiale, l'ensemble des trajectoires recouvre complètement 


Ur. Quels sont les comportements globaux accessibles à un ensemble de tra- 
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jectoires qui restent confinées pour un temps infini dans un hypercube fini et bien 
délimité? Dans un espace à deux dimensions, les trajectoires restreintes à une sur- 
face finie doivent converger asymptotiquement vers des points (points stables) ou 
des solutions périodiques (cycles stables). Dans un espace dont la dimension est 
supérieure à deux (le nôtre en a six) des attracteurs de structure plus complexe 


sont possibles: tores, attracteurs étranges [29]. 
3.2 Méthodes d’analyse des points critiques 


Quand il s’agit de détecter les attracteurs d’un système dynamique, les candidats 
les plus directement accessibles sont les point ®' = [V*,Y*,3 = 1,5]7 répondant à 
la propriété 

d®(t) 


Fr " — F(® s Lrtis) — 0 (3.7) 


avec F(®"', Litim) défini par les équations 2.13 à 2.15. Les ®(t), solutions du système, 


et l’ensemble des points critiques $&' appartiennent à l’ensemble Ur, dont on a 


stim 
montré l’existence à la section précédente. La localisation des points critiques est 
donc un problème purement algébrique. 

Ayant fixé Lim, si l’on impose l’un des points critiques, solution de 3.7, comme 
condition initiale au système, il se maintiendra à ce point. En simulation numérique, 
on ne pourra éviter une légère fluctuation des valeurs due au tronquage qu’impose 


la représentation finie des nombres. Plus fondamentalement, on a montré que les 


variables dynamiques Y:(t) sont les premiers moments d’une distribution de Poisson 
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(app. A). En principe, le système ne devrait jamais rester dans un état fixe. Il 
devrait plutôt fluctuer selon une distribution dont on a obtenu le second moment. 
Pour nous, le système ne pourra vraiment s’immobiliser à un point critique que si 
ce dernier est stable, 1.e. si la dynamique maintient les trajectoires au voisinage de 
ce point pour un ensemble de conditions initiales centrées autour de lui. 

Plus formeilement, un point ®° appartenant à l’ensemble U des solutions du 


système est stable (au sens de Lyapounov) si 
36,6 >0t.q. V ®(0)E VU, |E(0)— ES <e, 


lD(t) — E°| < 68, Vt > 0 


Il s’agit d’une définition faible de la stabilité locale qui exige seulement que la 
distance des trajectoires à ®° reste bornée pour un intervalle ouvert de conditions 
initiales centré sur ®°. Techniquement, il s’agit de chercher autour du point critique 
un sous-espace invariant sous la dynamique. Ce problème est très difficile à traiter 
de façon générale. 

On peut aussi exiger une forme plus forte de stabilité, 1.e. que les trajectoires 
émanant d’un intervalle ouvert centré sur le point critique convergent asymptotique- 


ment vers ce dernier. On définit la stabilité asymptotique par 


3e > 0 t.q. VD(0) € U, || (0) — &°| < €, 


dia ||&(+) — &°]| = 0 
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Nous discutons de la stabilitité asymptotique des modèles de type H-H à l’appendice 
C. Brièvement, on introduit une perturbation autour du point critique ®9, posant 


P(t) = P° + eZ(t), Z(t)=[Zo,…, Zs]T, L'équation 2.15 devient 


dZ(t) 
dt 





€ 


= F(&° + eZ(t), Litim) (3.8) 
Pour alléger la notation nous omettrons dorénavant le paramètre 1, étant 
entendu que tout le développement est fait pour une valeur fixe du courant. On 
obtient ensuite l'expansion de Taylor de la fonction F autour de ®°. Pour € petit. 
on ne garde que les termes du premier ordre en € pour obtenir 
0 = 3 Z(t) (3.9) 
où J(6 x 6) est le Jacobien du système évalué à ®°. La solution générale de (3.9) 
s'écrit Z(t) = eltZ(0). Le système linéaire a une structure particulière (app. C, eas 
C.5 à C.7). En particulier, les termes liés à l’évolution des variables dynamiques 


peuvent s'écrire 


dz, 


ee = Goo + aix ,2 = 1,5 


L 47 


—— w0)| à ” en — zi) (3.10) 
Pour le potentiel, on obtient 
dz : 
> — oi Zi (3.11) 


1=0 
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L'évolution du système autour de chaque point critique est donc contrôlée par 
cinq constantes de temps (r;(V°)) liées aux variables dynamiques. Quant au po- 
tentiel, pour lequel on ne peut extraire directement une constante de temps car- 


actéristique, nous présentons plus loin une alternative (eq. 3.19). 


Dans la base des vecteurs propres de J, la solution devient 


zo(0) exp ot 
Z(t) = (3.12) 
z5(0) exp Àst 


où les À;, i=0,5, sont les valeurs propres de la matrice J. Nous examinons à la section 
3.5 le rapport entre les valeurs propres et les constantes de temps du système initial 
ch 

Si toutes les valeurs propres ont une partie réelle négative, Z{t) se contracte 
et le système retourne asymptotiquement vers le point critique stable ®°. Si l’une 
au moins des parties réelles est positive, les composantes correspondantes de Z{t) 
se dilatent pour quitter le voisinage de ®&°. Le point critique est alors instable et 
les propriétés locales du système ne permettent plus de décrire le comportement 
asymptotique d’une perturbation. 

En général, si certaines valeurs propres ont une partie réelle nulle et que les 
autres sont négatives, il faut examiner les termes subséquent du développement en 
e pour établir le comportement asymptotique de la perturbation Z(t) autour du 
point critique. 


Dans le cas particulier d’un couple de valeurs propres imaginaires, les autres 
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étant à partie réelle négative, le théorème de Hopf [29] permet dans certains cas 
d’élucider le comportement du sytème autour du point critique. On ne peut plus 
restreindre l’analyse à une valeur particulière de 1,::,. Il faut l’étendre à un voisinage 
du courant de stimulation qui nous intéresse (19...) pour étudier comment varie la 
partie réelle du couple de valeurs propres imaginaires. On peut avoir, pour ces 


valeurs propres qui sont nécessairement complexes conjuguées, 


d réel(\(Lstim )) 


= 
F) 7 Æ 0, (3.13) 


Tim 
1.e. que la partie réelle change de signe en passant par 19... Dans ce cas, le théorème 
de Hopf prédit qu’à 1%... apparaît un cycle limite, centré sur le point critique, dont 
l’amplitude croît quand on s'éloigne de 1°... On parlera de bifurcation de Hopf 
sous-critique ou super-critique selon que ce cycle existe pour des valeurs du courant 
de stimulation inférieures ou supérieures à 1°... La stabilité de ces cycles peut être 
diagnostiquée par un développement en série de Taylor du troisième ordre, autour 
du point critique. 

Notons que l’analyse des valeurs propres, si elle peut fournir un diagnostic de 
la stabilité locale du point, ne donne pas d'indications sur l’étendue du bassin 
d'attraction. On doit, pour ce faire, recourir à la seconde méthode de Lyapounov 


(531. 


On construit alors une fonction scalaire p($) telle que 


pn$) : UCRHR 


p(g) = 0 
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p() > O0 sur un intervalle ouvert autour de &° 


La fonction p(®) est équivalente à un potentiel avec un minimum absolu à ®°. 
Si la dérivée de p(®) le long des trajectoires définies par la dynamique est partout 
négative, sauf à ®° où elle est nulle, le système convergera nécessairement vers 
®°. Pour chaque fonction p(®), on pourra précisement déterminer la région de 
l’espace où ces propriétés sont réalisées. Malheureusement, il n’y a pas de règles 
pour construire une telle fonction et ce travail reste à faire pour le modèle H-H et, 
a fortiori, pour le modele BRDR. 

Pour le moment, afin d'évaluer le rayon de convergence d’un point critique stable, 
il reste l’approche par simulation numérique où l’on balaie un ensemble de conditions 
initiales pour vérifier si la dynamique converge ou non vers l’attracteur qui a été 
identifié. 
3.3 Description des points critiques sous applica- 

tion d’un courant continu 


Nous voulons maintenant étudier la nature des points critiques du système d'équations 
2.13 à 2.15. Par l'équation 3.7, chacun des points critiques ®' = [V',Y*,5 = 1,5]? 


doit satisfaire simultanément les relations : 


y: 


J 


Yo(V' 7 = 1,5 (3.14) 


0 = —Lion(V\,Y},J 7 7 5) é à Etin (3.15) 


Nous noterons 


Fipnnét V') — CV, ERA ni 1,5) 
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Pour chaque valeur du potentiel on construit un point critique en utilisant (3.14) 


pour calculer les Ÿ, puis (3.15) pour fixer Lim. 


La figure 3.2 A (p. 26) donne la courbe de 1;,,.(V). On constate qu'il y a 
un intervalle de courant, entre les points marqués 1 et 2 sur le graphique, où trois 
points critiques existent simultanément. Hors de cet intervalle, on n’a qu’un point 
critique pour chaque valeur de 1,::1. On peut déterminer précisément les bornes de 
cet intervalle. Le tableau ci-dessous résume la situation quant au nombre de points 
critiques. 


V(mV) Lstim (LA/cm*) nbre pts critiques 


-00 — -71.7 -00 — 1.88 1 
11.7 25.1 1.88 — 2.40 3 
-25.1 — co 2.40 — co 1 


3.4 Relation entre la stabilité des points critiques 
et la conductivité 


3.4.1 Un critère nécessaire: conductivité > 0 
À l’appendice C, nous avons établi un critère nécessaire à la stabilité d’un point 


critique ®9, soit (app. C, prop. 3): 


Si div, F) 
T1 dv 


” Elise VW) 


. av 








> 0 (3.16) 


vo 
On conclut immédiatement que tous les points reliant les deux extrema de 
la courbe 1;,,(V) (i.e. le segment de pente négative sur la figure 3.2 À }) sont 


nécessairement instables. 
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Figure 3.2: A)I,,.(V) et ses composantes. 
Entre les points 1 et 2, trois valeurs de V correspondent au même courant Z;,,%. B) 
Composantes de la conductivité. g. est la dérivée partielle de J;,,(V ) par rapport 


à V. La conductivité associée à chaque variable dynamique correspond à £hen 


dYico 


dv 
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Pourquoi la condition 3.16, dérivée formellement à l’appendice C, est-elle nécessaire 
mais non suffisante? 
Fixons lun dans le système d'équations 2.13 à 2.15 de telle façon que le point 
0 = [V9,Y2,: = 1,5]? soit un point critique. Par linéarisation, en ne gardant 
que les termes du premier ordre, on peut décrire l’évolution temporelle d’une petite 
perturbation [6V(t),6Y;(t),2 = 1,5]? (eq. 3.7 et app. C). Pour 6V(t), on obtient 


déV Lion Lion & 
En = —° —ÉV — 2 2Y (3.17) 





où toutes les dérivés partielles de J;,, sont évaluées au point ®. 


Posant 


, ET iso 
SY(#) = 








SV(t) (3.18) 
yo 


et substituant dans (3.17), il vient 











dôV On Dion EF 
ae = [5e + +52 Dev 
us 
nr à "id 
= —gôV (3.19) 


où g est la conductivité déduite du courant d'équilibre. 6V convergera vers 0 si 
g > 0, ce qui correspond bien au critère présenté à l’équation 3.16. Notons que le 
raisonnement fournit aussi une constante de temps C,,/g contrôlant l’évolution du 


potentiel dans le système original de coordonnées. 
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En utilisant la relation 3.18, on remplace 1;,, par Lisn(V). Le courant ionique 
n’est plus qu'une fonction du potentiel et, dans ce cas (app. D), le critère g > 0 
est nécessaire et suffisant pour assurer la stabilité d’un point critique. En fait, 
nous avons rendu le système unidimensionnel, comme si toute la dynamique ne se 
déroulait que le long de la courbe 1,,,+, au lieu d’avoir accès à tout l’espace à six 
dimensions défini par V et les Y:. Si le point critique est stable, il devra l’être aussi 
selon la direction définie localement dans l’espace par 1;,,%, soit le long du vecteur 
(1, %e,: = 1,5]. Le critère est donc nécessaire. Pourquoi n'est-il pas suffisant? 
Pour répondre à cette question, il faut saisir précisement le sens de la conductivité 
que nous avons calculée. 

Remarquons d’abord que la relation 3.18 élimine toute l’évolution temporelle 
propre aux variables dynamiques. Les constantes de temps de chaque variable 
dynamique ne participent pas à la définition du critère. La dynamique étant re- 
streinte à la courbe 1;,,.,, tout se passe comme si toutes les variables dynamiques se 


déplaçaient instantanément vers leur nouvelle position d'équilibre (Y°°+ De 





0 6) 


ce qui n'est évidemment pas le cas. 


3.4.2 Deux autres critères nécessaires de stabilité 


Séparons les différents termes qui participent à la définition de g. Utilisant la 


notation introduite par Hearon [32], notons 








g . OLion 

r OV ls 
ion AY . 

gx, = = 119 
OY: lys AV | 
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5 
9 = Je +) ,9v 
i=1 
La figure 3.2 B montre l’évolution, en fonction de V, des différentes composantes 
de la conductivité. gy.6V donne le courant que fera apparaître chaque variable 
dynamique si elle se déplace instantannément et seule vers sa nouvelle position 
d'équilibre. 
Bien sûr, si 


5 
Ci(V) = go — D_ ||gr, || > 0 (3.20) 


i=1 
le système restera localement stable quel que soit le rythme d'évolution des 
variables dynamiques. C'est le sens du critère suffisant que nous avons établi à 
l’appendice C (prop. 4). Ce critère est évidemment trop conservateur, puisqu'il 
inverse l'effet stabilisateur des variables d’inactivation des courants entrants et des 
variables d'activation des courants sortants (voir 9,9; et g:1, fig. 3.2 B). Cependant, 


il permet de cerner les zones qui sont potentiellement instables (C1(V) < 0). 


La figure 3.3 A (p. 30) présente l’évolution de g(V) et C1(V). Le système de- 
viendra instable pour un point critique correspondant à un potentiel situé entre les 
points 1 et 3, pour regagner sa stabilité à un potentiel entre les points 2 et 4. On 
donne aussi, sur l’échelle de droite, C2(V), l’évolution du critère déduit par Hearon 
([32], app. C, eq. C.22). Ce critère est beaucoup trop conservateur dans le cas du 
modele BRDR. 

La fonction C;(V) quantifie précisément ce qu’un examen des composantes de 


la conductivité (fig. 3.2 B, p. 26 ) permet de constater. Pour les hauts et les 
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Figure 3.3: A) Courbes g(V),C:(V),C2(V). 


Entre les points 3 et 4, g < 0, et le système est instable. Entre les point 1 et 2, 


C1(V) < 0, et le système peut être instable. B) 
contribution du courant Z,, (-lna) où Zi (-L). 


g(V) et Ci(V) si l’on supprime la 
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bas potentiels ( <& —65 mV, >& 5mV), g. dépasse la somme des grandeurs de 
toutes les autres composantes. Ce terme représente la réaction instantanée à tout 
déplacement de voltage. S’il domine, il ramènera sûrement le système à l'équilibre. 

Si au contraire g<0, une perturbation où l’on déplace simultanément le potentiel 
et les variables dynamiques de 6V[1, dY1c0/dV]f aura tendance à s’amplifier. C’est 
le sens du critère nécessaire et de la direction du vecteur associé dont nous parlions 
précédemment. Mais il y a bien d’autres perturbations possibles. 

Dans le modèle BRDR les courants entrants Z,, et I,; jouent un rôle déterminant. 


Or, pour les courants entrants 


F5 <0  ,variable d'activation : æe > 0  ,gy, <0 





variable d'inactivation : ie SO ,%e 0 A) 
Pour le courant potassium (xl Z;:1(V)) 
Glen = La(V) , die > 0 ,signe(gz:1) = signe( La) (3.22) 


Ainsi, tel qu’exposé à l’appendice €, g» et ga peuvent déstabiliser un point cri- 
tique, et g, et gr le stabiliser. L’action de g,1 dépend du signe de I;1(V). Si l’on 
déplace brusquement le potentiel d’une quantité 6V, g, fera décroître la perturba- 
tion. Si la décroissance du potentiel se fait à un taux inférieur au taux d’évolution 
de m ou d, sans que les autres variables n'aient le temps (T7 >> T4) ou la pos- 
sibilité (dY;,/dV & 0) de réagir, le système pourra s’en trouver déstabilisé. On 


comprend que cette possibilité dépendra du type de perturbation appliquée, 1.e. de 
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la direction du vecteur associé ([AV, AY:]). Certaines directions peuvent ramener 


au point d'équilibre et d’autres non. 


On peut s'interroger sur la capacité individuelle des courants sodium et calcium 
à déstabiliser le potentiel. La figure 3.3 B montre l’évolution de Ci(V) et g(V), 


quand on supprime le courant 1,; (g(—1,;), C1(—1;;)) ou Zu (g(—Zna), C1(—Zna)) - 


On constate que 1,; est suffisant pour créer une zone d’instabilité (g(—7,,) est 
négatif sur un intervalle de potentiel). Quant au courant sodium (/,,), l'analyse de 
cette seule figure ne permet pas de se prononcer définitivement puisque la conduc- 
tivité correspondante (g(-,;)) reste partout positive alors que C1(—1;;) est négatif 
sur un intervalle. On verra plus loin qu’une zone très étroite d'instabilité existe 


dans ce cas, bien que la conductivité correspondante ne change jamais de signe. 


3.4.3 Conclusion 


La présence de deux courants entrants qui peuvent, séparément et en synergie, 


déstabiliser le système constitue une première différence importante entre le modèle 


BRDR et le modèle H-H. 


On ne peut se contenter de l’examen de la courbe 1;,,%(V) ou g(V) pour juger 
de la stabilité du système. Ultimement, il faut tenir compte des constantes de temps 
des variables dynamiques. Ceci peut être fait en considérant les valeurs propres du 


système. 
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3.5 Étude des valeurs propres 


3.5.1 Nature des points critiques 
Relation entre les valeurs propres et la conductivité 


Pour chaque valeur V du potentiel, on construit le point critique & = [V,YL(V ),2 = 
1,5]7 et la valeur correspondante de 1,;;, (eq. 3.15). Par linéarisation du système 
autour de ®, on obtient la matrice jacobienne (J) dont la structure et la définition 
des coefficients sont données à l’appendice € (eqs C.5 à C.8). Pour le modèle BRDR, 
on obtient une matrice 6X6 dont on peut extraire les valeurs propres. Nous avons 
utilisé une sous-routine (EIGRF) de la librairie mathématique IMSL disponible sur 
l'ordinateur CYBER de l'Université de Montréal. Ce programme fournit aussi les 
vecteurs propres associés. 

La forme particulière de J permet certaines considérations préliminaires. Util- 


isant la définition de la conductivité g et du déterminant (app. C, prop. 3 et eqs 


C.6,C.7), on obtient 


det(J) HÉTTRE 


5 


[I À (3.23) 


i=0 


On déduit alors que 


a) si g=0, il y a au moins une valeur propre nulle. 
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b) si g< 0, il y aura un nombre impair de valeurs propres réelles négatives et de 
valeurs propres réelles positives. Cette conclusion est déduite de l’équation 
3.23 et du fait que les valeurs propres complexes se présentent toujours en 
paires complexes conjuguées. Cela confirme encore que g> 0 est une condition 


nécessaire à la stabilité d’un point critique. 


Points critiques 


Nous avons déjà expliqué comment l'examen des parties réelles et imaginaires des 
valeurs propres peut permettre de classer la nature des points critiques. Pour 
résumer l’ensemble des résultats, nous utilisons la notation : 
Foyer stable (FS) : V À, réel(À) < 0 
simple : img(À)=0, Y À 
cyclique( FSC) : 3 À t.q. img{À) £ 0 
Foyer instable (FI) : 242 t.q. réel(A12) > 0 
simple : img(A12) = 0 
cyclique(FIC) : ëmg(À12) £ 0 


Point de selle(PS) : 2!À1€ Rt.q. À >0 


Cette classification n’est pas exhaustive mais elle couvre tous les cas que nous 
avons rencontrés. 

La figure 3.4 A (p. 35) présente l’évolution de la nature des points critiques. Le 
résultat est tout à fait similaire à celui que Chay et Lee ont obtenu pour la version 


originale du modèle BR [12]. 


Les points critiques deviennent instables dans la région où la conductivité (g) 
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Figure 3.4: Évolution des points critiques. 
A) Nature des points critiques dans le plan (V,14;). Les foyers stables et instables 
sont dans les régions où g>0, et la transition se fait par une bifurcation de Hopf. Les 
points de selle couvrent la region où g < 0. B) Puisque seules deux valeurs propres 
sont impliquées dans la bifurcation, on indique l’évolution de la nature des points 
critiques dans un espace à 2 dimensions. (F.S: foyer stable, F.I.: foyer instable, P.S: 
point de selle) 
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est encore positive. Cette perte de stabilité se fait par une bifurcation de Hopf où la 
partie réelle d’une paire de valeurs propres complexes s’annule, puis change de signe. 
Le système regagne plus loin sa stabilité à travers le même type de bifurcation. 

Dans toute la région où la conductivité est négative, les points critiques sont des 
points de selle avec une seule valeur propre positive. Pour tout point critique, il y 
a donc au moins 4 valeurs propres à partie réelle négative. Localement, autour de 
chaque point critique, la dynamique est attirée vers un sous-espace à deux dimen- 
sions. Sur cette variété bidimensionnelle, le flot divergera ou se contractera selon la 
nature du point critique. 

La variation de 1,::, permet de modifier le point d'opération du système. Lim 
fixe donc les points critiques et agit comme paramètre de bifurcation. La figure 3.4 
présente la projection dans le plan (lim, V) de la courbe des points critiques. En 


terme de stabilité, quatre régions existent : 


Région I: 1 point stable // Lim < 1.876 pA/cm°, V < -71.673 mV et// Lim > 


2.980 u A/cm°, V > -21.104 mV 


Région Il: 1 point instable // 2.401 < Jim < 2.980 uA/cm?, -25.144 < V < 


-21.104 mV 


Région III: 1 point stable, 1 point instable,1 point de selle // 1.876 < Iin < 
2.395 uA/cm°, // point stable : -71.673 < V < -58.454 mV// point de selle: 


-55.850 < V < -34.597 mV// point instable: -34.597 < V < -25.192 mV 


Région IV: 2 points instables, 1 point de selle // 2.395 < Isim < 2.401 uA/cm?,// 
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point instable: -58.454 < V < -57.101 mV// point de selle: -57.101 < V < 


-55.850 mV// point instable -25.192 < V < -25.144 mV 


Nous voudrions construire un diagramme qui fournisse une image de l’évolution des 
points critiques. Pour ce faire, il faut étudier la transformation des valeurs propres 


(À) en fonction du potentiel. 


3.5.2 Les valeurs propres comme fonction du potentiel 


À chaque potentiel V est associé un point critique et un Jacobien noté J (V). Les 
valeurs propres sont les racines du polynôme caractéristique P(A, V') associé à J(V). 
Pour chaque valeur du potentiel, la sous-routine d'extraction des valeurs propres 
fournit six nombres complexes. Nous voudrions reclasser ces nombres pour recon- 
struire les courbes qui représentent l’évolution de chaque valeur propre en fonction 
du potentiel. Il faut savoir d’abord si ces courbes existent et si elles sont continues. 


Utilisant la propriété 1 de l’appendice C, on a que 


5 5 5 
P(A, V) = [Ia — À) + Ÿ_(@oi@io I[(a;; + À)) (3.24) 
1=0 i=1 er 
5 , 
= X$+ >. b; }' 
1=0 
= à 


où les a;; (app. C, eqs C.6,C.7) sont des fonctions continues de V. Les termes 


1 
set: ile 


dépendent explicitement des constantes de temps des variables dynamiques qui, 
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comme nous l’avons expliqué à la section précédente, participent à la stabilité du 
système. 

Nous allons maintenant montrer que les valeurs propres dépendent de façon 
continue de la variation du potentiel. La variation simultanée des valeurs propres 


et de V répond à 


OP OP 
av 0" + 3 À= 0 (3.25) 


Z et ns sont des fonctions continues et En ne peut être identiquement nulle sur 


un intervalle puisque — =]. Conséquemment, 


— 2 
dV (3.26) 


Qu 
> 
SÉÈE 


est continue, sauf sur un ensemble dénombrable de points où 2 = 0. On peut donc 
reconstruire l’évolution de chaque valeur propre en fonction du potentiel et obtenir 


une courbe continue, sauf possiblement en un nombre dénombrable de points. 
3.5.3 Évolution des valeurs propres en fonction du potentiel 
Présentation des résultats 


Par une analyse des distances minimales entre points successifs, nous avons recon- 
struit les courbes de À(V) qui apparaissent à la figure 3.5 (p. 40). 

L'examen des courbes de réel(A(V )) montre que quatre valeurs propres ont tou- 
jours une partie réelle négative (fig. 3.5 A, C). Toute la structure de bifurcation 


repose donc uniquement sur deux valeurs propres. Sur la figure 3.5 B présentant 
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l’évolution de ces deux valeurs propres, on reconnait les deux bifurcations de Hopf 
où les parties réelles se rejoignent et passent par 0 et les deux points où l’une des 
valeurs propres et donc la conductivité s’annulent. Dans la zone où les parties réelles 
sont confondues, les deux valeurs propres sont complexes conjuguées comme le mon- 
tre le graphique des parties imaginaires (fig. 3.5 D). Notons que deux autres valeurs 


propres à partie réelle négative sont aussi complexes conjuguées sur un intervalle. 


Grâce à ces résultats, on peut maintenant contruire le diagramme générique de 


bifurcation montrant la succession des divers états (fig. 3.4 B). 


Conclusion 


Parvenu à cette étape de notre analyse, qu’avons-nous établi quant aux propriétés 
de stabilité de notre système? Nous référant aux régions définies au tableau de la 


page 36 et à la figure 3.4 (p. 35) nous avons que 


Région I: On n’a qu'un point critique stable. On ne connaît cependant pas son bassin 
d'attraction et on ne peut exclure l’existence d’autres attracteurs stables non- 
ponctuels (cycles,..?). Pour toutes les simulations numériques, avec plusieurs 
courants constants et diverses conditions initiales, le système est toujours 
revenu asymptotiquement vers le point critique. Jusqu'à preuve du contraire, 


nous assumerons donc que le foyer stable est bien le seul attracteur du système. 


Région IT et IV: (1 point instable ou 2 points instables et 1 point de selle). Dans ces régions, 


il n’y a pas de points critiques stables. Puisque l’on peut toujours construire 
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Figure 3.5: Évolution des valeurs propres en fonction de V. 
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A à C) Parties réelles. Seules À3 et À4 (fig B) ont des parties réelles positives et 
contrôlent la stabilité. D) Parties imaginaires pour les régions de B et C où les 


parties réelles sont confondues. 
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un sous-ensemble invariant qui englobe le ou les points critiques instables, il 


doit exister au moins un attracteur non-ponctuel qu’il faudra chercher. 


Région III: (1 point stable, 1 point instable, 1 point de selle) Le point critique stable a 
un bassin d’attraction. Encore une fois, on ne sait pas s’il attire toutes les 


trajectoires ou si d’autres attracteurs non-ponctuels existent simultanément. 


L'examen des valeurs propres établit sans ambiguité la nature des points cri- 
tiques. Toute la structure de bifurcation repose sur deux valeurs propres seulement. 
Nous savons précisément où le système est localement instable. Nous voulons 
comprendre les mécanismes de cette instabilité. Nous allons maintenant analyser 


les grandeurs des valeurs propres et les comparer aux grandeurs caractéristiques du 


système (g,dY.s/dV ,Ti(V )). 
3.5.4 Grandeur des valeurs propres 
Valeurs propres et constantes de temps du système 


Nous avons indiqué précédemment que six constantes de temps (r;(V°),C,,/g) car- 
actérisent le comportement local autour d’un point critique dans le système original 
de coordonnées ([V, Y:]) (eqs 3.10, 3.19). Par ailleurs, les six valeurs propres du jaco- 
bien définissent les constantes de temps (r = 1/||À||) dans le système de coordonnées 
dont les vecteurs propres liés aux valeurs propres servent de base. Quel lien existe- 


t-il entre ces deux ensembles de constantes de temps? 


Examinons d’abord les quatre valeurs propres dont la partie réelle reste toujours 
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Figure 3.6: Comparaison entre 1/r(V) et la partie réelle des valeurs propres. 
A)met À,het À B) det À5,fet Às C) xl et A4, 8/Cmn et À3. 
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négative (fig. 3.6 A,B p. 42). 

On trouve deux valeurs propres (}1 et À2) qui correspondent presque exactement 
aux constantes de temps de m et h et une troisième (A6) qui reste très près de d. 
Conséquemment, si ces trois variables participent à la déstabilisation du système, 
elles doivent le faire surtout par la variation de leur valeur d'équilibre (dY:.,./dV) qui 
apparait dans le calcul de la conductivité (g). Le retard associé à leur dynamique 


joue un faible rôle. 


La quatrième valeur propre à partie réelle négative (À) se confond avec la con- 
stante de temps de f avant -60 mV et après 0 mV, avec un écart dans la zone 
d’instabilité. L'une des deux valeurs propres dont la partie réelle change de signe 
(A4) ne reste positive que sur deux courts intervalles (figs 3.5 B et 3.6 C}). Avant 
-60 mV et après 0 mV, elle se confond avec la constante de temps de x1 et s’en 
sépare entre ces deux bornes (fig 3.6 C). f et xl contribuent donc à l'instabilité à 
cause du retard associé à leur dynamique. Ce sont d’ailleurs les seules variables 
dynamiques dont les constantes de temps puissent se comparer à la grandeur de la 
partie imaginaire des deux valeurs propres contrôlant la bifurcation (fig. 3.5 D). 

La dernière valeur propre (A3) garde une partie réelle positive sur tout l'intervalle 
d’instabilité. De la première bifurcation de Hopf (-58.454 mV) à = -40 mV, elle 
est & g/Cm. Sa valeur varie de 0 à 0.04 ms-!, et reste supérieure à 0.02 sur la 
plus grande partie de l’intervalle. Ces valeurs donnent le taux de répulsion du point 
critique qui est beaucoup plus faible que celui selon lequel m, h et d s’approchent de 


leur nouvelle valeur d’équilibre (comparer g/Cy avec 1/Àhn4, fig. 3.6). À la suite 


dY_/dV (1/volt) 
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Figure 3.7: Variations de dY;./dV pour l’ensemble des variables dynamiques. 
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d’une perturbation du potentiel, m, h et d atteignent donc leur nouvelle valeur 
d'équilibre (Y; + (dY:/dV) 6V) avant que le potentiel ne puisse bouger. Puisque 
dans cette région m et d s'ouvrent (fig. 3.7, p. 44), on a un courant entrant et 
une déstabilisation du point. Le système se déstabilise par une bifurcation de Hopf 
avant que la conductivité associée à 1;,,, ne devienne positive (Hopf: -58.454 mV, 
maximum de Lion: -57.101 mV )à cause du retard de fet xl. Notons que dans cette 
plage de potentiel, rl, (V) varie plus que fL(V) et doit jouer, par son retard, un 
rôle plus important dans la déstabilisation (fig. 3.7). 

Dans l'intervalle qui suit, entre le maximum et le minimum de J;,,%, g< 0 et 
le système est intrinsèquement instable (point de selle). Du minimum du courant 
ionique à la seconde bifurcation de Hopf (-34.597 mV — -21.104 mV), on a le 
même phénomène qu’autour de la première bifurcation. Le courant sodium ne peut 
cependant pas être impliqué puisque h est fermé. Dans cet intervalle de potentiel, 
fL(V)et r1,(V) ont des variations comparables et doivent être touts deux associées 


à la déstabilisation. 


Conclusion 


L'analyse qui précède suggère que m,h et d participent à la déstabilisation des points 
critiques à travers la variation de leur valeur d’équilibre et que le retard associé à 
leur constante de temps joue un faible rôle. Pour f et xl, au contraire, c’est ce 
retard qui est important. Nous allons chercher une confirmation de ces conclu- 


sions en examinant les vecteurs propres associés aux valeurs propres contrôlant les 
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bifurcations. 


3.6 Étude des vecteurs propres 


Avant de procéder à l’analyse des composantes des vecteurs propres liés aux deux 
valeurs propres qui contrôlent l'instabilité (A3 et A (fig. 3.5 B et D, p. 40)), certaines 


considérations méthodologiques sont nécessaires. 


3.6.1 Méthodes de reconstruction et d’analyse 


Facteur d’échelle 


Quand on examine la grandeur des composantes des vecteurs propres, on constate 
le plus souvent que la composante associée au potentiel est supérieure d’un ordre 
de grandeur ou plus à toutes celles des variables dynamiques. Doit-on conclure que 
seule la variation du potentiel est importante et que le système est pratiquement 
unidimensionnel? 

Le jacobien dont on tire les valeurs propres contrôle la dérivée temporelle de 


chaque variable 


5 
D TT SM 
dt t=1 
dY, 
se JioV + JaYi .,1= 1,5 (3.27) 


Toutes les variables dynamiques varient entre 0 et 1, mais le potentiel peut 
couvrir un intervalle allant de -100 à 50 mV. Il y a donc une nette différence d'échelle 


entre la variation de V et celle des Y. On peut introduire un facteur d'échelle S 


pour rendre les variations comparables, soit 


V,=S5V,S40 (3.28) 


Dans le nouveau système [V,, Yi], le système 3.27 s'écrit 





5 
A = Je ERA 
dt 1=1 
dV, ee : 
ne = Joo(S)V + 3 Joi(S)Y: 

i=1 

En da ” 
dt — shtdihi,t=1s 
TE = Jjo(S)V + Ji(S)F à = 1,5 (3-29) 


On obtient donc une nouvelle matrice jacobienne J(S). Substituant les coeffi- 
cients de cette nouvelle matrice dans l’expression 3.24 du polynôme caractéristique 
dont les racines donnent les valeurs propres, on constate que le polynôme reste le 
même quel que soit le facteur d'échelle S 5 0. L'introduction d’un facteur d'échelle 
conserve donc les valeurs propres. 

D'autre part, considérons le vecteur propre [X6,...X5]? associé à une valeur 
propre À de la matrice J originale. On vérifie aisément en utilisant les relations 3.29 
que le vecteur [Xo, 4,1 = 1,5]7 est le vecteur propre de la matrice J(S) associé à 
la même valeur propre. Donc en multipliant le potentiel par un facteur d'échelle S, 
on garde les mêmes valeurs propres, et on multiplie les composantes des vecteurs 
propres correspondant aux variables dynamiques par un facteur 1/5. 

Nous n'avons pas de critère absolu pour fixer le facteur d'échelle puisque nous 


étudions les variations locales des variables, mais nous savons qu'il est sûrement 
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inférieur à 1. On pourrait par exemple étudier les rapports Jio/Joi qui lient les 
variations mutuelles qu'induisent 6V et 6Y:. Ces rapports atteignent de très petites 
valeurs. Nous examinerons plutôt les valeurs relatives des différentes composantes 
liées aux variables dynamiques. On fixera dans tous les cas la composante du 


potentiel à 1. 


Construction de vecteurs propres réels 


Lorsque les valeurs propres sont réelles, les vecteurs propres associés le sont aussi. 
Puisque l’une des valeurs propres (À:) est positive sur tout l'intervalle d’instabilité, 
son vecteur propre nous servira de référence. Pour bien contraster la direction 
associée à À4, on présentera sa composante perpendiculaire au vecteur de À3. 

Lorsque les deux valeurs propres sont complexes conjuguées, les vecteurs pro- 
pres le sont aussi. Dans ce cas, isoler deux vecteurs réels et obtenir des courbes 
continues de l’évolution de leurs composantes exigent certaines transformations. La 
sous-routine utilisée (EIGRF) fournit pour chaque valeur de potentiel les vecteurs 
propres complexes A(V) et A*(V'), dont on tire les vecteurs réels ÂR r(V) en prenant 
séparément les partie réelles et imaginaires de A(V). Cependant, e? A(V) est aussi 
vecteur propre pour toute valeur de ÿ et fournit des parties réelles et imaginaires 
différentes. Un graphique direct des composantes obtenues donne des fluctuations 
complètement erratiques. 

Pour fixer ce facteur de phase arbitraire, choisissons un premier vecteur AW Vi) 


où VA est le premier potentiel où les valeurs propres et les vecteurs propres associés 
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deviennent complexes. Tirons-en les deux vecteurs réels À} , en isolant les parties 
réelles et imaginaires. 

Pour la prochaine valeur de potentiel (V:+6V ), on obtient le vecteur A(V, +OôV ). 
On calcule alors 6, le facteur de phase, pour que le produit scalaire < A, exp 184? > 
soit minimum. On extrait ensuite les parties réelles et imaginaires de e“’ 42. On 
recommence l'exercice pour toutes les valeurs suivantes du potentiel. 

Pour la présentation, on utilise le vecteur tiré de la partie réelle comme référence. 


On donne la partie du vecteur tiré de la partie imaginaire qui lui est perpendiculaire. 
3.6.2 Analyse des composantes 


La figure 3.8 (p. 50) résume l’évolution en fonction du potentiel des composantes des 
vecteurs générant l’espace bidimensionnel associé à À3 et À4. Le premier vecteur 
est celui qui est associé à À3. Le second est obtenu selon la méthode décrite et 
correspond à la partie du vecteur associé à À4 perpendiculaire au premier vecteur. 

Les graphiques A et D présentent les composantes dans la première région com- 
plexe où le point critique, un foyer stable cyclique, se transforme en foyer instable 
cyclique en passant par une bifurcation de Hopf (figs 3.4 B, p. 35, 3.5 D, p. 40). 
Les graphiques B et E concernent la région intermédiaire où les valeurs propres 
redeviennent réelles et où un point de selle existe. Enfin, les graphiques C et F 
présentent les vecteurs propres de la seconde région complexe autour de la seconde 


bifurcation de Hopf. 


On remarque d’abord que, pour le second vecteur, les composantes des variables 
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Figure 3.8: Composantes des vecteurs propres 
associés à A3 (A à C) et A4 (D à F). On présente successivement les résultats pour 
la première région où les valeurs propres sont complexes (A et D), la région où un 
point de selle existe (B et E) et la seconde région complexe (C et F). 
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dynamiques dominent complètement la contribution du potentiel (fixé à 1). 


Examinons successivent chacune des régions. 


Première région complexe 


Dans cet intervalle de potentiel, les parties réelles et imaginaires de À3 et À4 sont 
plus lentes que le taux d'évolution de m, h et d (fig. 3.6, p. 42) qui sont, avec le 
potentiel, les composante majeures du premier vecteur (fig. 3.8 A). Une analyse plus 
détaillée montre que ces trois composantes (m,h,d) valent exactement dY:,/dV. 
Le second vecteur (fig. 3.8 D) correspond à un contraste entre xl d’une part, et 
f et h d’autre part, la composante de x1 devenant rapidement la plus importante. 
C’est donc essentiellement le retard de x1 qui déstabilise le sytème. Les variables 
rapides vont à leur valeur de saturation et x1 suit avec un retard. Autour de -59 mV, 
d croît graduellement (fig. 3.7, p. 44), l’oscillation de x1 grandit et la bifurcation 


se produit. La dynamique de xl est donc beaucoup plus impliquée que celle de h 
ou de f. 
Région point de selle 


Nous avons déjà souligné que dans cette région À3 = —g/C, et que conséquemment 
le vecteur propre devrait encore rester proche de [1,dY:,./dV]f. 


Un examen détaillé du premier vecteur (fig. 3.8 B) montre que 


i) les composantes de m et h sont pratiquement égales à dYh 1%/dV. 


il) la composante xl est presque nulle sur tout l'intervalle. 
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ii) La grandeur des composantes d et f est inférieure à dYa,,./dV. La croissance 


de l’écart correspond d’ailleurs à la distance croissante entre À3 et —g/C, (fig. 


3.6 C, p. 42). 


Si l’on supprime le courant 1,;, la conductivité reste toujours positive (fig. 3.3 
B, p. 30). Cependant, on verra au chapitre 5 (fig. 5.2, p. 94) que le courant sodium 
est suffisant pour faire apparaître un foyer instable cyclique entre -53 et -48 mV. 
La présence du courant 1,; brise le comportement cyclique autour du point critique 
et entraine le flot dans le sens du vecteur propre. La dérive se fait assez lentement 


pour que h se ferme et élimine la contribution du courant sodium. 


L'examen des composantes de la conductivité (9, gy., , fig. 3.2 B, p. 26) permet 
de comprendre la situation en se concentrant sur la variation du potentiel. g,, est 
obtenu en assumant que les variables dynamiques varient d’une quantité se SV et 
fournissent un courant gy;6V. On constate que 9, = —g, et que les deux courants 
d'équilibre s’annulent. Seules les différences de constantes de temps pourraient 
provoquer une instabilité et elle serait localement cyclique. g; domine jusqu’à -30 
mV, où elle atteint son maximum. On n’a donc besoin que d’une fraction de = 


pour contrebalancer g. et cette fraction est d'autant plus faible que Sas est grand. 


La déstabilisation est maintenant trop rapide pour que xl et f puissent osciller 
(voir second vecteur, fig. 3.8 D). La présence de d est donc capitale puisqu'elle 
impose un point de selle dans une région où, sans elle, seuls des foyers stables ou 


instables existeraient. 
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instables existeraient. 


Seconde région complexe 


Le premier vecteur contient surtout V et d (fig. 3.8 C). Le second (fig. 3.8 E) est un 
contraste entre d,x1 et f. On a un scénario tout à fait similaire à la première région 
complexe, mais où f est dominant. La croissance de d est plus faible et le sytème 
quitte le point critique plus lentement, laissant à f et dans une moindre mesure à 


x1 le temps de réagir. Le sytème oscille. 
3.7 Conclusion 


Pour analyser la nature des points critiques sous application d’un courant de stim- 
ulation constant, nous avons tour à tour étudié la conductivité et ses composantes, 


les valeurs propres et les vecteurs propres associés. Nous avons conclu que 


1) L'analyse de la conductivité n’est pas suffisante pour détecter les zones d’instabilité 
parce qu'elle n’inclut pas les différentes constantes de temps impliquées dans 
l’évolution du voltage et des variables dynamiques. L’examen des différentes 
composantes de la conductivité permet tout de même de cerner les zones po- 
tentiellement instables. Les critères déduits sont cependant trop conservateurs 


et surestiment la dimension de la zone d’instabilité. 


2) L'examen des différents courants montre que le courant sodium a peu d'influence 
sur la valeur du potentiel des points critiques qui dépend plutôt de l'interaction 


des courants potassium et calcium (fig. 3.2 p. 26). 


3) 
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Les valeurs propres fournissent un diagnostic définitif de la nature des points 
critiques. En reconstituant la variation des valeurs propres en fonction du 
potentiel, on constate que toute l'évolution de la stabilité est liée à un seul 
couple de valeurs propres. Leurs grandeurs suggèrent que l'instabilité dépend 
surtout du retard de f et de xl et de la variation de la valeur d’équilibre de 
m,h et d. Cependant, h est si petit que le courant J,, ne peut vraiment jouer 
un rôle que pour le tout début de l'intervalle d’instabilité (V + -60 mV) et 


que son influence est masquée très tôt par celle de d. 


L'analyse des vecteurs propres associés aux deux valeurs propres contrôlant la 
bifurcation confirme ces conclusions. Les directions du sous-espace bidimen- 
sionnel associé s’interprètent globalement comme un contraste entre d,m,h et 
V, d’une part, et f et xl d'autre part. Cependant, la fermeture de h élimine 
rapidement l'influence du courant sodium et le premier terme du contraste est 


réduit aux variables d et V. 


Chapitre 4 


Solutions périodiques sous 
application d’un courant constant 


Nous avons établi au chapitre précédent que le modèle BRDR n'a pas de point 
d'équilibre stable pour des courants de stimulation compris entre 2.395 et 2.98 
uA/cm?: de 2.395 à 2.4005 , 2 points instables et un point de selle, de 2.4005 à 
2.98, 1 point instable (fig. 3.4, p. 35, tableau, p. 25). Une bifurcation de Hopf 
existe aux deux bornes de cet intervalle. Puisque, pour chaque valeur du courant 
de stimulation, on peut construire un sous-espace invariant contenant les points 
instables, il s’en suit que ce sous-espace doit nécessairement contenir au moins un 
attracteur stable non-ponctuel. 

Pour des valeurs de 1,:;, comprises entre les deux bifurcations de Hopf, les sim- 
ulations numériques donnent des solutions périodiques stables de grande amplitude 
qui semblent être les seuls attracteurs du système. Ces résultats sont présentés dans 


la première partie de ce chapitre. 


Nous voulons connaître précisément l'intervalle de courant appliqué où ces so- 


lutions périodiques existent et la manière dont se fait la transition entre les points 
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et les cycles stables. Il est important de comprendre l’enchaînement des différents 
états stables en fonction du courant de stimulation parce que l'existence de solutions 
périodiques dans une structure continue où un gradient de courant de stimulation 
existe dépend de la capacité des cellules à adopter une fréquence commune. Cette 
capacité d’une série d’oscillateurs et d’élements excitables couplés de trouver une 
fréquence commune dépend de la dispersion de la fréquence propre des oscillateurs 
et du type de transition existant entre ces oscillateurs (cycle stable) et les éléments 


excitables (point stable). 


Les deux bifurcations de Hopf sont nécessairement impliquées dans l’apparition 
et la stabilisation des solutions périodiques puisque le théorème de Hopf garantit 
qu'une branche de solutions périodiques existe pour des valeurs du paramètre (ici le 
courant de stimulation) au voisinage de chaque point de bifurcation, avec une am- 
plitude qui tend vers 0 à mesure qu’on s'approche de ces points. Nous verrons que, 
pour le modèle BRDR, ces solutions sont instables, ce qui pose certains problèmes 


pour leur reconstruction numérique. 


En effet, dans un système à plus de deux variables, il est habituellement impossi- 
ble de reconstruire des cycles instables par les méthodes classiques de reconstruction 
numérique. Dans le cas bidimensionnel, une inversion du signe de l’écoulement tem- 
porel permet de converger vers le cycle instable. Dans un cas multidimensionnel, 
l'existence d’un point critique avec une valeur propre négative peut être suffisante 
pour rendre cette méthode inefficace. Sous inversion du flot temporel, la direc- 


tion associée à cette valeur propre devient instable et le système ne converge plus 
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nécessairement vers le cycle instable. C’est ce qui arrive pour le modèle BRDR où 


chaque point critique a au moins quatre valeurs propres négatives. 


Les méthodes classiques de reconstruction numérique sont itératives et utilisent 
l’état des variables au temps T pour calculer ce qu’elles deviennent à un temps 
T+AT. Il faut recommencer tout le processus pour chaque valeur de J,::n. Il existe 
une approche alternative où l’on utilise une solution périodique pour une valeur par- 
ticulière de 1; pour construire les solutions pour des valeurs voisines du paramètre. 
Il s’agit de déformer les solutions périodiques en fonction d’un paramètre (ici le 
courant de stimulation) [74]. Pour des solutions périodiques stables, on peut utiliser 
comme point de départ une solution reconstruite par les méthodes classiques pour 
une valeur donnée de 1,::,. Pour des solutions instables autour d’une bifurcation 
de Hopf, on utilise le fait que l’amplitude tend vers 0 au point de bifurcation pour 
construire, par un développement en série du second ordre, une solution de départ 
qui est ensuite prolongée en fonction du paramètre. Cette méthode de prolonge- 
ment a été appliquée au modèle BRDR grâce au programme AUTO dont l’auteur 
principal, E. Doedel [16], nous a aimablement fourni une copie. Les résultats sont 


présentés dans la seconde partie de ce chapitre. 


La dernière partie du chapitre tente de résumer et d’expliquer l’ensemble des 
résultats acquis sur les points d'équilibre et les solutions périodiques du modèle 
BRDR par la construction et l’analyse de modèles simplifiés. En appliquant une 
méthode similaire à celle que Fitzhugh employa pour le modèle H-H [26,23], nous 


montrons d’abord que les variations de f et xl pendant les solutions périodiques 
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sont complémentaires et suggèrent de remplacer ces deux variables par une variable 
commune. Ces considérations, jointes au rôle peu important du courant Z,, dans 
la stabilité des points d'équilibre et lors des oscillations stables, nous amènent à 
proposer un modèle bidimensionnel. Le diagramme de bifurcation de ce modèle 
simplifié est comparé à celui du modèle BRDR. Il en reproduit plusieurs aspects 
importants, notamment la nature des solutions autour de la première bifurcation 
de Hopf dont il permet la compréhension. Près de la seconde bifurcation de Hopf, 
cependant, le modèle BRDR donne lieu à un phénomène de complexification de la 
période impossible à reproduire avec un modèle bidimensionnel. Ce dernier aspect 


est examiné par la construction de modèles tridimensionnels. 


4.1 Comportements périodiques du modèle BRDR 


Des solutions périodiques stables existent entre les deux bifurcations de Hopf. Pour 
illustrer ce comportement, nous avons choisi trois valeurs de Z,;;m: 2.0045, 2.7 et 3.0 
uA/cm?, soit près des deux bifurcations de Hopf et au milieu de l'intervalle qu’elles 
définissent (fig. 3.4, p. 35). La figure 4.1 (p. 59) illustre les variations cycliques du 
voltage et des courants associées à ces stimulations . La forme et la période des 
oscillations changent considérablement avec l’intensité du courant de stimulation. 
Nous distinguons trois phases: une dépolarisation lente (ou diastolique) qui va du 
potentiel minimum ( W,:,) jusqu’à -55 mV; une dépolarisation rapide de -55 mV au 


voltage maximum (V,-) et une phase de repolarisation de Vox à Vin. 


Le tableau ci-dessous résume les principales caractéristiques. 


V(mV) 


V(mV) 


| V(mV) 


; LV 
TEMPS (ms) 


Figure 4.1: Solutions périodiques stables. 
V(t) dans la colonne de gauche, courants ioniques dans la colonne de droite. 


B, Tstim=2.0045; & et D, Lund, 7: E et F, Liss=S.0 uA/cm°. 


COURANT (pA/cme) COURANT (pA/cm) 


COURANT (uA/cme) 





NA 
TEMPS (ms) 


3000 


59 


VAR. DYN. d 


VAR. DYN. f et x1 


60 





rmmmms ss en 
(x) xiéquilibre D, 
_ (© f'équilibre 7 Se 





Figure 4.2: A) Évolution de la variable d en fonction de V 


pour les cycles de la figure 4.1 correspondant à Zstim= 2.0045, 2.7 et 3.0 u A/cm?. 
B) fet xl en fonction de V pour Lstim= 2.7 uA/cm?. Dans ce cas, on a indiqué la 
position en xl et f du point d'équilibre instable autour duquel se fait l’oscillation. 
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Lotim (uA/cm?) 2.0045 2,7 3.0 
Vnar(mV) 30.17 30.14 29.65 
Vmin(MV) -70.25 -67.69 -64.03 
Amp (mV) 100.42 97.83 93.68 
Période(ms) 2255 1141 1001 
repolarisation(ms) 474 518 618 


depolarisation(ms) 1781 623 382 
diastolique(ms) 1613 479 244 
-55 mV + Vyar(ms) 168 144 138 


On constate que 


a) 


b) 


Vnaz est pratiquement constant alors que V,,;, se déplace vers des valeurs 
moins négatives avec l'augmentation du courant appliqué. Cette dépolarisation 
est responsable de la diminution de l’amplitude de V(t). Près de V,:,, le 
courant 1.,; est très petit et la dynamique dépend de l'interaction du courant 
potassium et du courant de stimulation. L'augmentation du courant de stimu- 
lation interrompt la chute du potentiel et la décroissance du courant potassium 


qui en résulte. 


La période de l’oscillation diminue avec l'augmentation de Lis; (2225 — 1001 


ms.) Il faut cependant examiner chacune des phases du potentiel. 


Le durée de la repolarisation s’accroît avec la stimulation (474 — 678 ms). La 
diminution de l’amplitude ne compense pas l’augmentation du courant 
de stimulation qui diminue le rythme de repolarisation et le temps de 


descente s’allonge. 
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La durée de la dépolarisation rapide ne varie que très peu (168 — 138 ms) 
Cela dépend de l’invariance relative de l’activation de la variable d, re- 


sponsable de cette phase (fig. 4.2 À, p. 60). 


C’est la durée de la dépolarisation diastolique qui est la cause principale de 
la diminution de la période (1613 — 244 ms). Pendant cette phase, f et 
x1 ont gardé un retard par rapport à leur valeur de saturation (Y:.(V)) 
si bien que f s'ouvre et xl se ferme (fig. 4.2 B). L'augmentation du 
potentiel dépend donc de la dynamique de ces deux variables dont les 
constantes de temps sont très longues (> 150 ms, voir fig. 3.1, p. 16). La 
contribution du courant 1,; à cette phase est négligeable car la valeur de d 


(= d,x(V)) reste très faible. Plus V5, est bas, plus la phase diastolique 


s’allonge. 


En résumé, la repolarisation diastolique dépend essentiellement de f et de x1 
(x1 se ferme, f s'ouvre) jusqu’à — -55 mV, le potentiel où d,(V') croît rapidement. 
À partir de ce potentiel, le processus est gouverné exclusivement par la variation 
rapide de d que f et xl ne peuvent suivre. V- est limité par le courant J;(V) qui 
croît rapidement à partir de 0 mV (fig. 3.1, p. 16). La repolarisation est ensuite 
provoquée par la fermeture de f et l’ouverture de x1. Elles croisent leur courbes 
de saturation (Y:.(V)) autour de -20 mV, et, à partir de ce point, leur variation 
s’inverse (f recommence à s’ouvrir, xl à se fermer) Mais la fermeture de d est plus 


rapide et le courant entrant diminue plus rapidement que la fermeture de x1. Le 
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système atteint sa valeur minimale, contrôlée par l'interaction du courant potassium 
et du courant de stimulation, puis l’oscillation autour du point d'équilibre instable 
commence un nouveau cycle. 

Le processus repose donc sur l’interaction des trois facteurs: l’activation rapide 
du courant 1,;, via la variable d; les variations lentes de x1 et f, responsables de la 
repolarisation et du début de la dépolarisation; la forme particulière des fonctions 
La1(V) et I(V). Le courant sodium ne contribue pratiquement pas, comme dans 


le cas de la stabilité des points d'équilibre. 


4,2 Caractéristiques des solutions périodiques 


Pour obtenir une image globale des caractéristiques des solutions périodiques, nous 
avons utilisé le programme AUTO. La figure 4.3 (p. 64) résume les résultats de cette 
analyse. Le premier graphique (fig. 4.3 A) donne la position en potentiel des points 
d'équilibre stables et instables en fonction du courant de stimulation, en indiquant 
la position des deux bifurcations de Hopf (FH, H;). On indique aussi sur la figure 
le potentiel maximum (Vs) et minimum (V,:) des cycles stables et instables. 
Le second graphique donne la période des cycles stables et instables en fonction 
du courant de stimulation. L’examen de ces graphiques permet de distinguer trois 
zones, soit le voisinage de chaque bifurcation de Hopf où des cyles instables existent, 


et la zone intermédiaire où les cycles stables sont les seuls attracteurs. 


La première bifurcation de Hopf (F;) est sous-critique: la branche de solutions 


périodiques émergeant de la bifurcation existe pour des courants de stimulation 
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Figure 4.3: Diagramme de bifurcation du modèle BRDR 
en fonction de lstim. À) Position en voltage des points d'équilibre, et Vi, et Var 
des cycles stables et instables (stable: …, instable -). H; et H; indiquent la position 
des bifurcations de Hopf. B) Période des cycles stables (...) et instables (-). À noter 
la variation rapide de la période du cycle instable près de la première bifurcation. 
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plus petits que la valeur où se produit la bifurcation de Hopf (voir encadré, fig. 4.3 
A). Ces solutions périodiques de faible amplitude sont instables et coexistent avec 
un point d'équilibre stable. Elles disparaissent pour un courant de stimulation où 
Vraz atteint le point de selle de la branche de points d'équilibre intermédiaires. A 
mesure que les cycles s’approchent du point de selle, leur période grandit et semble 
se diriger vers une période infinie (le programme a pu les suivre jusqu’à des périodes 
> 20 sec.). 

Ces cycles instables servent de séparatrice entre les points d'équilibre stables et 
des cycles stables de grande amplitude. La période de ces derniers grandit rapi- 
dement elle aussi et semble tendre vers l'infini à la même valeur de I; que pour 
les cycles instables (fig. 4.3 B). La largeur de l'intervalle de bistabilité (entre AH, 
et la disparition des cycles stables et instables) est cependant très réduite (< 0.005 
uA/cm?). 

Pour des valeurs de 1; plus grandes que la position de la bifurcation de Hopf, 
il n’y a plus de cycles instables et de points d'équilibre stables. Le cycle stable 
de grande amplitude devient le seul attracteur du système. Sa période décroîit 
rapidement pour atteindre une valeur (+ 1 sec.) qui change peu jusqu’au voisinage 
de la seconde bifurcation (H;). Son amplitude reste sensiblement constante, avec 
une légère décroissance de V,:,. Jusqu'ici, les résultats sont identiques à ceux de 
Chay et Lee pour le modèle BR original [12]. 

La seconde bifurcation de Hopf (H;) est super-critique car la solution périodique 


instable qui en émerge se prolonge au delà de Æ, et définit un second intervalle de 
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bistabilité (2.98< Isim <3.085 1 A/cm°). 

La solution instable sert encore de séparatrice entre un cycle stable et un point 
d'équilibre stable. Dans cette région, un stimulus approprié peut déplacer le système 
d’un état stable à l’autre. La figure 4.4 (p. 67) donne des exemples de telles tran- 
sitions. Parmi ces exemples, la transition du cycle stable au point d'équilibre 
s'accompagne d’une très longue période d'amortissement (fig. 4.4 C) qui réfiête 


la présence du cycle instable qui entoure le point d'équilibre. 


Le diagramme de bifurcation autour de H;, a cependant quelques propriétés 
particulières. Deux cycles instables existent simultanément pour un faible intervalle 
de courant près du point où les cycles périodiques stables disparaissent (3.065 < 
Litim < 3.085 1 A/cm*°). Sur le graphique de la période (fig. 4.3 B) on remarque 
aussi une discontinuité à la jonction des branches de solutions périodiques stables 
et instables. 

En prolongeant cette région de la branche instable avec des précisions de calculs 
accrues, AUTO diagnostiquait, pour des points isolés, soit des cycles stables ou 
un doublement de période. Ces points disparaïissaient ou se déplaçaient avec la 
précision du calcul. Avec un cycle stable ou instable comme condition initiale, 
il pouvait prolonger la branche correspondante, sans parvenir à passer de l’une à 
l’autre. La reconstruction se terminait toujours sur un débordement des registres 
mathématiques que les caractéristiques de notre système et/ou notre manque de 
savoir faire n’ont pas permis de dépasser. 


Dans cet intervalle de courant, nous avons donc étudié les solutions cycliques 
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Figure 4.4: Alternance entre 2 attracteurs 
avec Lrim=3.06 uA/em?. Sous l'effet d’une brève stimulation (flèche), le système 
passe du cycle stable au point stable, ou vice-versa. Stimulus transitoire de 
_80 uA/cm? pour 0.5 ms (panneau A), de 75 uA/cm? pour 2 ms (panneau B) 
et de 35 uA/cm? pour 0.5 ms (panneau C). 
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stables par simulation numérique. Nous avons obtenu une succession de solutions 
périodiques caractérisées par des potentiels d’action de grande amplitude (similaires 
à ceux observés dans la zone d’automaticité entre les deux bifurcations de Hopf) 
séparés par des potentiels d’action de plus faible amplitude. Le nombre de ces 
petites oscillations augmente avec 1,;;,, jusqu’à une valeur du courant où il n’y 
a plus de solutions périodiques stables mais un retour lent à l’équilibre par une 
oscillation faiblement amortie. La figure 4.5 (p. 69) illustre ces solutions pour un 
certain nombre de valeurs du courant de stimulation. Chay et Lee ont détecté les 
mêmes séquences de repolarisation incomplètes dans le modèle BR original [12]. 
Baptisées post dépolararisations précoces (”early afterdepolarization”), elles appa- 
raissent après plusieurs altérations des tissus (e.g. épinéphrine, blocage de la pompe 


Na* - K*) qui se produisent aussi pendant l’ischémie. 


En résumé, le prolongement des solutions périodiques nous a appris que la 
première bifurcation (H;) est sous-critique et que, dans son voisinage, les branches 
de solutions périodiques stables disparaissent simultanément à une valeur de Lm 
où leur période semble tendre vers l'infini. La seconde bifurcation (H:) est super- 
critique et la jonction entre les solutions périodiques stables et instables se fait par 
un allongement et une complexification de la période. Entre les deux bifurcations, on 
trouve des solutions périodiques stables d’amplitude et de période relativement con- 
stantes. On a montré à la section 4.1 que ces oscillations dépendent de l’activation 
rapide de d et du retard de f et x1. Nous avons aussi montré au chapitre précédent 


que la stabilité des point d'équilibre dépend elle aussi d’un contraste entre (V,d) 


Figure 4.5: Succession de cycles stables 


5 


ê 
K; 
Z 


Lis 
» 


is lis st 





| 


TEMPS (ms) 





69 


pour des courants de stimulation croissants. De A à H: 3.07, 3.07875, 3.081875, 
3.082814, 3.08375, 3.08400, 3.08425 et 3.0845 uA/cm?. Dans ce dernier cas, on n’a 


plus de cycles stables. 
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d’une part, et (f,x1) d’autre part. Ces éléments peuvent-ils aussi expliquer le com- 


portement du système autour des bifurcations? 


4.3 Modèle BRDR bidimensionnel 


Puisque f et xl jouent dans le modèle BRDR un rôle équivalent aux variables h et 
n du modèle H-H, nous avons appliqué une méthode d’analyse similaire à celle que 


FitzHugh employa pour construire une version simplifiée du modèle H-H. 


La figure 4.6 A (p. 71) présente la trajectoire du plan (x1.f ) associée à la so- 
lution périodique stable pour Lyim= 2.7 A/cm? (milieu de l'intervalle H;,, H;). 
La variation complémentaire de f et xl suggère d'introduire une nouvelle quantité 
(f-x1) contrôlant à la fois l’activation du courant L, et la désactivation de J,;. 

La figure 4.6 B présente pour le même J,;M la variation temporelle de (f-x1), celle 


de d(f-x1)/dt et le résultat d'un lissage de cette dernière courbe par l'expression 


d(f — xl) . 1 


& 7 (a +bV)—-(f—-7zx1l)) (4.1) 
Ce lissage, avec a=-0.3, b=-0.02 et T=270 ms, reproduit raisonnablement la vari- 
ation de d(f-xl)/dt. La fidélité du lissage pourrait être améliorée en utilisant des 
polynômes d’ordre plus élevé en V. Mais l’exercice sert plutôt à montrer qu'il est 
raisonnable de remplacer f et xl par une seule variable. 

Pour la variable d, on remarque d’abord que la période des oscillations stables 


du modéle BRDR (minimum # 1 sec.) est beaucoup plus longue que la constante 


de temps de d (maximum # 40 ms). Pendant la repolarisation et la phase de 
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Figure 4.6: A) Évolution de f en fonction de x1 
pour Liim=2.7 1A/cm?. B) Pour la même valeur de 1,4, f-x1 et d(f-x1)/dt en fonc- 
tion du temps. On montre aussi le lissage de cette dernière courbe par l'expression 


(-(0.3+0.02V)-(£-x1))/270 
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dépolarisation diastolique, d suit essentiellement la courbe d,(V) et ne s’en éloigne 
que pendant la dépolarisation rapide (fig. 4.2, p. 60). Pour les phénomènes à 
l'échelle de temps de f et xl, on peut donc considérer que d suit d,(V) et est 
directement une fonction du potentiel. 

Ceci nous amène à considérer un modèle réduit qui met l’accent sur le contraste 
entre les phénomènes lents (f,x1) et les variations rapides (V,d). Si ce modèle fournit 
une représentation valable du modele BRDR, il devrait reproduire et permettre de 
mieux comprendre l’enchaïnement des attracteurs. 


Soit le modèle simplifié avec Z= (1-(f-x1)) répondant à 


dZ 1 
& - 7m) 2") — Z) 
Zo(V) = ælo(V)+(1-— fx(V)) 
L, er 
CV) 2. 
et, en s'inspirant de Van Capelle [84], 
dV 
ETS __ —Lion(V, Z) + : TS (4.2) 
Zion (V, Z) _— mAV)ho(V)(V — Ena) ù Ix1(V) 


Hd XV — Ex) + Fa(V) 


La figure 4.7 (p. 74) présente le diagramme de bifurcation de ce modèle simplifié. 
On constate que le nombre et la nature des points d'équilibre sont les mêmes que 
dans le modèle BRDR complet. La première bifurcation de Hopf (H;) reste sous- 


critique, avec une branche de solutions périodiques instables qui sert de séparatrice 
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entre un point d'équilibre stable et un cycle stable de grande amplitude. Les deux 
cycles disparaissent simultanément à une valeur commune de 1,4" où leur période 


tend vers l'infini. 


Au-delà de H;, les cycles instables disparaissent et le cycle de grande amplitude 
est le seul attracteur du système. Son amplitude diminue, lentement d’abord, puis 
de façon plus abrupte en approchant de la seconde bifurcation de Hopf où elle 


s’annule. La période se stabilise rapidement autour de 1 seconde, comme pour le 


modèle BRDR. 

La différence majeure entre le modèle BRDR et sa version réduite tient à la 
structure de la seconde bifurcation (H:). Elle est maintenant sous-critique, don- 
nant directement naissance à la branche de cycles stables. Il faut souligner que 
la complexification de la période observée dans le modèle BRDR est impossible à 
reproduire avec un modèle bidimensionnel (dans un plan, de telles trajectoires ne 
peuvent exister sans se croiser). Le mieux que nous pouvions espérer était que cette 


bifurcation reste super-critique et ce n’est pas le cas. 


4.3.1 Visualisation de la dynamique 


En excluant la structure de la seconde bifurcation de Hopf, nous allons utiliser le 

modèle simplifié pour visualiser la dynamique et l’enchaînement des attracteurs. 
La variation de la variable Z (eq. 4.2) est plus lente que celle de V puisque 

T,(V) > 150 ms. Partant d’une condition initiale quelconque (W5, Zo), en première 


approximation, le système se déplace vers le point (V, Z) tel que dV/dt=0. Ayant 
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Figure 4.7: Diagramme de bifurcation du modèle réduit (2 dimensions). 
A) Position en potentiel des points d'équilibre stables (...) et instables (-) et valeurs 
de Vin €t Vnar des cycles stables (.…) et instables (-) en fonction de J,4». B) 
Période des cycles stables (..…) et instables (-). 
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atteint ce point, il se déplace ensuite lentement le long de la courbe —J,,,(V, Z) + 
Tstim=0 vers un point d'équilibre du système (dV /dt=—dZ/dt=—0). 

Pour un courant de stimulation donné, la trajectoire suit donc la courbe —1;,,(V, Z }+ 
Lstim=0 que l’on nomme habituellement variété rapide [73]. Les points de rencon- 
tre de la variété rapide et de la variété lente (dV/dt=0, Z=Z,(V )) définissent les 
points d'équilibre. La figure 4.8 A (p. 76) montre la variété lente et un ensemble de 


variétés rapides obtenues avec divers courants de stimulation. 


Pourillustrer la démarche permettant de reconstruire la dynamique nous traitons 
en détail le cas où un point instable et un cycle stable écetistent: La figure 4.8 
B montre la variété rapide vers laquelle tend la dynamique et la direction de 
dV/dt. La branche intermédiaire est instable puisque toute fluctuation entraîne 
un déplacement vers la branche inférieure ou supérieure, qui elles sont stables. La 
variété lente est représentée en C. 

Joignons maintenant les deux variétés (fig. 4.8 D). Le système n’a qu’un point 
d'équilibre instable (rencontre des variétés lente et rapide). Le point représentant 
l’état du système se déplace de la position I vers la variété lente en suivant la 
variété rapide. Le potentiel se repolarise lentement jusqu’au point d’inflexion (II). 
À partir de cette position, une repolarisation rapide transporte le système vers la 
branche inférieure de la variété rapide (III). Le point suit ensuite la variété rapide 
jusqu’à l’autre point d’inflexion (IV), et se dépolarise brusquement pour retourner 
à la branche supérieure (1). Ce processus se répète indéfiniment pour générer un 


cycle stable. On déduit l’allure générale du flux autour des variétés en répétant le 
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Figure 4.8: Modèle bidimensionnel. 
A) Variété lente (Z.) et variétés rapides (dV/dt =0) pour divers courants de stim- 
ulation :Zuim=1, 24, 3, 5 1 A/cm?. B) Variété rapide. Les flèches indiquent la 
direction de dV/dt. C) Variété lente. D) Solution périodique stable dans le cas où 
seul un point d'équilibre instable existe. 
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raisonnement pour divers points du plan de phase. Dans l’intervalle d’automaticité 
(2.4 < Iitim < 4.1), un examen de la déformation de la variété rapide permet de 
comprendre la diminution de la période et de l’amplitude en fonction du courant 
appliqué (période: pente et longueur du déplacement sur la variété rapide, ampli- 
tude: distance en potentiel entre la branche inférieure et supérieure de la variété 
rapide). 

En appliquant systématiquement la démarche précédente pour l’ensemble des 
courant de stimulation, on obtient les diagrammes I à XIII (fig. 4.9, p. 78) qui 
caractérisent l’évolution du flux et la variation du nombre et de la connexion des 
attracteurs. 

Les diagrammes V à VII illustrent l’apparition simultanée du cycle stable et 
instable de période infinie autour de la première bifurcation de Hopf. Ce sont 
deux cycles homocliniques (connexion de la variété stable et instable d’un même 
point de selle) qui se détachent ensuite du point de selle jusqu’à ce que le cycle 
instable disparaisse. L'existence d’un cycle stable après le point de selle est facile à 
comprendre (cf. explications précédentes), mais l’examen des diagrammes montre 
que la naissance de ce cycle et sa relation à la bifurcation de Hopf dépendent du 
détail de la courbure autour du point d’inflexion. A titre d'exemple, Rinzel [70], 
analysant le modèle H-H, obtient une succession d'états (cycle stable entre deux 
bifurcations de Hopf) correspondant globalement à ceux du modèle simplifié et du 
modèle BRDR. Le détail de la connexion autour de la bifurcation est cependant 


complètement différent (cascades de doublements de période). 
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Figure 4.9: Évolution du flux et des attracteurs du modèle à deux dimensions. 
La figure continue sur les deux pages qui suivent. Le courant de stimulation aug- 
mente quand on passe de I à XIII Les panneaux X à XIII proposent un scénario 


pour que la seconde bifurcation devienne super-critique. 
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Les panneaux V montrent la double bifurcation homoclinique où deux cycles 
de période infinie, notés oo sur la figure, apparaissent. Le cycle homoclinique de 
faible amplitude, autour du point stable, devient un cycle instable de période finie. 
aux panneaux VI, puis disparaît en VII, au moment où le point d'équilibre quil 
entoure devient instable par une bifurcation de Hopf. Le cycle homoclinique de 
grande amplitude devient un cycle stable en VI et persiste jusqu'en XI. 


78-B 
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Î 








Les panneaux XI illustrent un scénario pour que la seconde bifurcation de Hopf 
soit supercritique, donnant naissance à un cycle instable (en pointillé sur la figure). 
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On a ajouté les diagrammes X à XII pour illustrer comment pourrait apparaître 
autour de la seconde bifurcation une zone de bistabilité par une bifurcation super- 
critique (cela ne se produit pas dans le modèle bidimensionnel tel que formulé). 
Encore une fois, l’existence et la largeur de cette région dépendent de la courbure 
de la variété rapide autour du point d’inflexion. 

Le modèle simplifié bidimensionnel permet de visualiser plusieurs caractéristiques 
des solutions stables du modèle BRDR : bifurcation, bistabilité, cycles homoclin- 
iques, variation de l’amplitude et de la période. Le détail de la connexion autour 
des points de bifurcation dépend de la courbure locale de la variété rapide et sera 


sensible à toute altération des courants. 


4.4 Modeéles tridimensionnels 


Aucun modèle bidimensionnel ne peut reproduire la complexification de la période 
observée près de la seconde bifurcation de Hopf dans le modèle BRDR (fig. 4.5, 
p. 69). Analysons d’abord plus en détail la cascade de solutions générées par le 
modèle BRDR. Une série de dépolarisations d'amplitude croissante précèdent une 
dépolarisation plus grande (--60 à -29 mV). Les petites oscillations ne descendent 
pas en deçà de -—-45 mV, alors que l’amplitude et la forme du grand potentiel 
d’action restent relativement inchangées d’un courant de stimulation à l’autre. Dès 
que le potentiel atteint +-50 mV, la fermeture rapide de d réduit brusquement 
le courant entrant, sans que xl ou f n'ait le temps de réagir. Il en résulte une 


dépolarisation rapide, 
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puis le cycle recommence. La présentation des orbites dans l’espace (d,x1+(1- 
f),V) et (f,x1,V) illustre le phénomène (fig. 4.10, p. 81). Les temps séparant les 


minima successifs s’allongent avec l’amplitude des potentiels d’action. 


Dans le diagramme de bifurcation du modèle bidimensionnel (fig. 4.7, p. 74), 
l’amplitude de la solution cyclique stable chute assez rapidement près de la seconde 
bifurcation. Le modele BRDR se comporte en quelque sorte comme un modéle 
simplifié où une variable lente modulerait le courant de stimulation. 

Cherchons la source de cette modulation, sachant que le point crucial est que 
le potentiel atteigne ou non les valeurs où d,(V) varie brusquement. Pour ce 
faire, nous allons pour chaque courant de stimulation comparer l’état des variables 
dynamiques pendant la phase de repolarisation des différents potentiels d’action. 
Prenons comme référence l’état des variables dynamiques pendant la phase de re- 
polarisation la plus courte (V,,;, maximal) qui précède le potentiel d'action le plus 
faible (Va minimal). Nous obtenons une suite d'états, X,.;(V) = [d,es(V), fres(V), 
rl,e(V)]. Quand, par la suite, la repolarisation traverse la même plage de potentiel 
après un potentiel d’action, on calcule A;(V) = X,.;(V) — X;(V), avec X;(V})=| 
di(V), fi(V), zl;(V)|, l’état des variables pendant ième repolarisation qui suit la 
repolarisation prise comme de référence et i=1,n où n est le nombre d'épisodes 
de repolarisation avant que le cycle ne se répète. La figure 4.11 (p. 82) présente 
les résultats pour deux valeurs du courant de stimulation. On y compare dans 
chaque cas l’état de référence et la repolarisation qui précède le potentiel d’action 


d'amplitude maximale. 
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Figure 4.10: Modèle BRDR, Lsim = 3.084 A/cm°. 


Orbites dans l’espace A)(d,x1+1-f,V), B) (f,x1,V}). La fèche indique le sens de 
l’évolution temporelle. 
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Figure 4.11: Modèle BRDR,A;(V) 


À) Lotim=3.07 1 A/cm? pour i=1 B)l,in=3.084 uA/cm? pour i=6. 
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Les résultats ont toujours la même forme pour toute comparaison de potentiels 


d'amplitude croissante. Passons en revue le comportement de chacune des variables 


dynamiques. 


d: 


Pendant la repolarisation, d décroit avec un certain retard et reste supérieur 
à sa valeur de repos. Pour une bonne partie de l'intervalle de potentiel con- 
sidéré, l’évolution de d reste la même (Ad = 0) quelle que soit l’amplitude du 


potentiel d’action qui suivra. 


Si le repolarisation ralentit, puis s’arrête (avant un potentiel d'action de faible 
amplitude), le voltage décroït plus lentement et d s’approche plus près de sa 
valeur de repos. Si au contraire la repolarisation se poursuit, le système 
traverse plus rapidement l'intervalle de potentiel et d ne rattrape pas son 
retard (Ad < 0). d joue donc un rôle antagoniste. En effet, si la repolarisation 
ralentit, la fermeture de d réduit le courant entrant et devrait favoriser la 
repolarisation. Si au contraire la dépolarisation se poursuit, le retard de d 
maintient le courant entrant et devrait s'opposer à la repolarisation. d fournit 


en quelque sorte une rétroaction négative propre à engendrer des oscillations. 


Pendant la montée d’un potentiel d’action f se ferme jusqu’à —-20 mV puis 
recommence à augmenter (fig. 4.6, p. 71). Pour les voltages inférieurs de 
la plage de repolarisation considérée, si la repolarisation ralentit, f pourra 
s'approcher plus près de sa valeur d'équilibre et croïtra. L'augmentation 


résultante du courant entrant ralentira encore le processus. f joue donc un 
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rôle de rétroaction positive. Pour le reste de la zone (Af < 0), f est plus 
grand pendant la séquence menant à une repolarisation maximale et s’oppose 


à cette dernière. 


x1: Plus la repolarisation est importante, plus xl est ouvert et accroît le courant 


sortant. xl a un effet de rétroaction positive. 


Le tableau qui suit synthétise, en terme de rétroaction, la variation des variables 
dynamiques pendant les passages successifs par la plage de repolarisation considérée. 
On divise la plage en deux zones, supérieure (15 à — -20 mV) et inférieure. Une 
rétroaction positive (+) réduit le courant entrant ou augmente le courant sortant si 


la repolarisation doit se poursuive, une rétraction négative (-) a l'effet inverse. 





Si ce qui survient dans l'intervalle supérieur est suffisant pour générer la com- 
plexification de la période, on pourra construire un modèle tridimensionnel (V,x1.f), 
similaire au modèle bidimensionnel (eq. 4.2), mais où xl et f ne sont plus confondues 
en une seule variable. 

Si au contraire seule la plage inférieure est déterminante, un modéle utilisant les 
variables (V,d,Z=x1+1-f) sera suffisant. 

Enfin, si les deux plages contribuent de façon significative, il faut un modèle à 
quatre dimensions (V,d.f,xl) qui nous ramène au modèle BRDR complet puisque 


le courant sodium à peu d'influence. 
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La figure 4.12 (p. 86) présente les caractéristiques de la branche des solutions 
périodiques stables émergeant de la seconde bifurcation de Hopf (H;) pour les deux 


modèles proposés. 


Le second (V,d,2, fig. 4.12 B) ne donne pas les résultats escomptés. La seconde 
bifurcation de Hopf est sous-critique et génère directement la solution périodique 
stable. Cette dernière se termine encore par un cycle homoclinique. Notons toutefois 
les modifications drastiques de l’amplitude et dans une moindre mesure de la période 
lorsque le voltage minimal des oscillations atteint +-50 mV, le point où d, varie 
rapidement. 

Les résultats du premier modèle (V,f,xl, fig. 4.12 A) sont plus intéressants. 
La seconde bifurcation devient super-critique et définit une zone de bistabilité de 
dimension équivalente à celles du modèle BRDR. L’amplitude du cycle stable reste 
importante (— 60 mV) jusqu’à sa jonction avec le cycle instable, pour donner un 
diagramme dont l’allure générale est très proche du BRDR (fig. 4.3, p. 64). L'image 
d’un modéle bidimensionnel modulé par un phénomène lent n’était donc pas mau- 
vaise. Cependant, on n'obtient pas de complexification de la période. Cet effet 


nécessite la présence des trois variables dynamiques d,f et x1. 


4.5 Conclusion 


Globalement, les propriétés de stabilité du modèle BRDR sous application d’un 
courant de stimulation constant peuvent être comprises comme un contraste entre la 


variation rapide de d et V, et la variation lente de xl et f. Un modèle bidimensionnel 
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Figure 4.12: Modèles tridimensionnels. 
Évolution de la branche des solutions périodiques émanant de la seconde bifurcation 
de Hopf. Vin; Vmar et périodes des cycles stables(…) et instables (==). A) (Vf,x1), 
B) (V,d,Z=x1+1-f). 
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permet de visualiser la dynamique et la succession des états, et de confirmer ce 
que l’analyse de la stabilité locale et les simulations numériques avaient permis 
d'annoncer. 

Le détail du comportement près de la seconde bifurcation de Hopf dépend d’un 
contraste supplémentaire entre f et x1 (large zone de bistabilité, grande amplitude 
des solutions périodiques stables à la jonction avec les solutions périodiques insta- 


bles) et la présence de d (complexification de la période). 


Chapitre 5 


Effets des paramètres 5,, et Av, 
sur la stabilité du modèle 
membranaire 


Dans les chapitres précédents, nous avons étudié en détail les facteurs qui contrôlent 
la stabilité des points et des solutions périodiques dans le modèle BRDR soumis à 
un courant constant. Nous avons montré que l'interaction entre d, d’une part, 
et f et xl, d’autre part, détermine la stabilité locale et la structure des solutions 
périodiques. Nous avons aussi cherché à comprendre comment s’organisait la tran- 
sition entre les différents états stables en fonction de la variation du courant de 
stimulation: gradient de fréquence et d'amplitude des solutions périodiques; con- 
nexion des branches périodiques stables et instables; nature des zones de bistabilité. 
Nous avons insisté sur l’évolution et la connectivité des solutions car ces propriétés 
sont importantes pour la compréhension des comportements de populations de cel- 
lules automatiques couplées entre elles ou jointes à des cellules non-automatiques 
(bistabilité, zone de transition) [59,60,61,48,19]. Nous avons enfin examiné si ces 


caractéristiques étaient maintenues dans des modeles simplifiés. Nous avons mis 
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l’accent sur l’étude de modèles simplifiés car il est intéressant, pour des simulations 
de structures uni, bi et tridimensionnelles, de disposer de modèles de complexité 
réduite qui conservent les propriétés importantes du modèle original. Comme nous 
l’avons expliqué au chapitre 1, nous avons d’abord étudié l'influence du courant de 
stimulation à cause du lien qui a été proposé entre l’existence de courants de lésion 
dans les zones frontières entre les tissus sains et ischémiés du myocarde, l’apparition 
de foyers ectopiques dans cette zone frontière et la génèse d’arythmies. Le courant 
de lésion varie nécessairement de la zone ischémiée à la zone saine et la disper- 
sion des fréquences et des amplitudes, de même que les propriétés de transition, 
deviennent importantes. 

Le courant de lésion dépend de la dépolarisation des cellules entre la zone saine 
et ischémiée. Cette dépolarisation est liée à l’accumulation de potassium extracel- 
lulaire dans la zone ischémiée [30,36,37,45]. Dans les préparations expérimentales, 
cette accumulation de potassium apparaît dans les premiers moments (= 1 à 5 min) 
qui suivent l'interruption de l'irrigation sanguine [52]. Cette période est aussi par- 
ticulièrement propice à la fibrillation [37]. L’accumulation de potassium externe 
semble déplacer les courbes des courants potassium (141, 1,1) sans modifier le com- 
portement des variables dynamiques [50]. On a aussi observé dans des préparations 
unidimensionnelles la possibilité de provoquer la propagation de dépolarisations 


successives en modulant le profil spatial de potassium extracellulaire [49]. 


Si nous voulons induire des courants de lésion dans un modèle de structures 


continues, il nous faut donc moduler la concentration de potassium extracellulaire. 
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Dans notre modèle, nous pouvons reproduire cet effet en introduisant une transla- 


tion AV; des courants potassium 1.e. 


Ix1(V) = Ix1(V + AVx), I1(V) = z1(V + AV4) (5.1) 


Pour comprendre l'interaction des cellules, il nous faut aussi étudier comment 
la variation de ce paramètre change les propriétés des solutions stables et instables, 
ce que nous ferons dans ce chapitre. 

Le calcium est omniprésent dans les mécanismes de contraction cellulaire et 
module la résistance des jonctions intercellulaires [82]. De nombreuses drogues 
antiarythmiques influencent la dynamique de cet ion [57]. On a observé au cours 
d’ischémies provoquées dans des coeurs entiers l’apparition d’adrénaline dans le 
tissu cardiaque. Ce relâchement se produit tôt après l'induction de l’ischémie (< 
8 à 10 min, (69]). L’adrénaline amplifie le courant calcium, mais ne semble pas 
modifier la dynamique des canaux [69]. Dans notre modèle, on peut reproduire cet 
effet en modifiant le paramètre g.;, la conductivité maximale associée au courant 
I. On pourrait aussi varier E,;, le potentiel d’inversion du courant 1,;, mais il n’y 
a pas d'indication d’une variation systématique de la concentration de calcium intra 
et extracellulaire au début de l’ischémie. 

Gardant en tête une application éventuelle de nos résultats à la simulation de 
l'interaction d’une zone saine et ischémiée dans un tissu continu, nous allons donc 


étudier l'influence des paramètres g,; et AV, sur les propriétés de stabilité du modèle 


BRDR. 
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5.1 Effet de 9,, 


Dans les sections qui suivent, nous allons étudier les effets de la variation de g,; sur 
le courant ionique d'équilibre et la stabilité du modèle BRDR soumis à un courant 


de stimulation constant. 


5.1.1 Courant ionique d’équilibre 


La figure 5.1 A (p. 91) présente les courbes de J;,,.(V ) pour diverses valeurs du 
paramètre g,;. L'augmentation de g,; transforme ces courbes d’une forme monotone 
croissante (g::=0, d1;,,+/dV > 0 V V) à une forme triphasique dont les points 
d'inflexion sont de plus en plus marqués. Le potentiel de repos (1;,,% = 0) ne varie 
pratiquement pas, mais deux autres points d'équilibre s'ajoutent à compter de g.,; & 
0.175 mS/cm?. Rappelons que la valeur nominale de g.; utilisée dans les chapitres 


précédents était de 0.09 mS/cm°. 


5.1.2 Équilibre sous application d’un courant constant 


Pour chaque valeur de g.;, on veut étudier la stabilité des points d'équilibre en fonc- 
tion du courant de stimulation. Aux chapitres précédents, pour g,;= 0.09 mS/cm?, 
on a vu que la nature et le nombre des points d'équilibre dépendaient des deux 
bifurcations de Hopf (H;, H;) et de leur position par rapport aux points d’inflexion 
de Jisnœ(V). La connaissance de ces quatre points est suffisante pour résumer les 
propriétés du diagramme de bifurcation des points d'équilibre du modèle BRDR en 


fonction de JM pour chaque valeur de g,;. On n’a cependant pas d’information 
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Figure 5.1: Influence de g,;. 


A) Lin (V) pour des valeurs de g,; allant de 0 à 0.248 mS/cm°. Les valeurs sont 
espacés de 0.041 mS/cm?. B ,C) Pour chaque valeur de g,; on indique la position 
en courant et en voltage des deux bifurcations de Hopf (-) et celles des points 
d’inflexion de L;,:%(V) (...). Entre g,;= .022 et .032, un second couple de 
bifurcations de Hopf apparait. La flèche dans cet intervalle marque l'apparition 
des points d’inflexion de 1;,,,.. La flèche au delà de g,;=0.14 marque le point où la 
première bifurcation de Hopf se confond avec le maximum de 1. 
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sur les solutions périodiques, sauf qu’elles doivent exister là où il n’y pas de points 
d'équilibre stables. Les figures 5.1 B et C donnent la position en potentiel et en 
courant de stimulation de ces quatre points en fonction de g;. Ces courbes con- 
stituent le prolongement du diagramme de bifurcation des points d’équilibre en 
fonction de Lim. 

À partir de g,; # 0.024 (première flèche sur fig. 5.1 B et C), deux points 
d’inflexion (un maximum et un minimum) apparaissent dans la courbe de 1;,,,(V ). 
La séparation de ces deux points en courant et en voltage s'accroît ensuite avec 
l’augmentation de g.; (voir aussi fig. 5.1 A). 

La première bifurcation de Hopf existe dès g,;=0. Elle reste ensuite légèrement 
inférieure en courant et en potentiel au maximum du courant ionique jusqu’à gs % 
0.22, point où elle se confond avec lui et disparaît (seconde flèche sur fig. 5.1 B et 
C). 

La seconde bifurcation de Hopf persiste pour toutes les valeur de 9,; et reste 
toujours supérieure en potentiel et en courant au minimum du courant ionique. 
Entre g;; —0.022 et 0.032 (pointillés sur fig. 5.1 B et C), un second couple de 
bifurcations de Hopf existe. À partir de gs;= 0.14, la seconde bifurcation de Hopf 
se produit à des courant qui sont plus petits que ceux du maximum de Lin (V). 

Il faut distinguer quatre intervalles du paramètre g,; : < 0.022, [0.022, 0.032], 
(0.032, 0.14] et > 0.14. Nous allons les étudier séparément. Dans chaque intervalle, 
nous examinerons les diagrammes de bifurcation en fonction de l4; pour quelques 


valeurs de g.,; afin de reconstituer l’évolution des solutions périodiques. 
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gsi= [0, 0.022] 


Le valeur de g,; où la courbe du courant ionique s’infléchit n’est pas encore at- 
teinte. La conductivité membranaire est donc toujours positive et à chaque valeur 
du courant de stimulation ne correspond qu’un seul point fixe. Même en l’absence 
du courant 1,; (g;;=0), un intervalle d’instabilité existe entre les deux bifurcations 


de Hopf. 


La figure 5.2 (p. 94) présente le diagramme de bifurcation complet pour g;; = 
0. Entre les deux bifurcations de Hopf apparaït une solution périodique stable 
Cette dernière émerge de la première bifurcation super-critique. Son amplitude 
croît (maximum de 10 mV), puis décroït jusqu’à la seconde bifurcation qui est sous- 
critique (fig. 5.2 B). Pour expliquer la présence de ces cycles, on remarque d’abord 
que l'intervalle de stabilité est centré autour de -50 mV, potentiel où dm,./dV 
atteint son maximum (fig. 3.7, p. 44). On note aussi que la période des cycles est 
toujours supérieure à 700 ms et ne peut dépendre que de xl (f est absent puisque 
ÿsi=0). L’instabilité initiale dépend donc du retard de x1 à réagir à la variation 
rapide de m. L’amplitude reste petite car la valeur de h est faible dans l'intervalle 


de potentiel où se produit l’oscillation (h<0.05, fig. 3.1, p. 16). 


La forme générale du diagramme de bifurcation reste la même jusqu’à g,;—0.022. 
La figure 5.3 (p. 96) présente l’évolution de la solution périodique avec l’accroissement 
de ga. On a choisi dans chaque cas un courant de stimulation correspondant au 


milieu de l'intervalle d’instabilité (entre H;, et H;). L’amplitude et la période du 
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Figure 5.2: Diagramme de bifurcation avec g,;=0. 
A) Points d’équilibre stables (-) et instables (...), Vin et Vmar de la solution 


périodique stable en fonction de 1J,,;:. 
périodique stable. 


B) Période et amplitude de la solution 
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cycle stable s’accroissent avec l’augmentation de g.; et du courant calcium pour 
s'approcher de plus en plus de la forme des potentiels d’action calciques décrite au 


chapitre précédent (fig. 4.1, p. 59). 


Tsi — [0.022, 0.032] 


Au-delà de 0.022, la forme du diagramme de bifurcation change de façon drama- 
tique. Une seconde paire de bifurcations de Hopf, détachée de la première, apparaît. 
Puis, à gs: © 0.024, la courbe du courant ionique s’infléchit et un minimum et un 
maximum apparaissent à leur tour (fig. 5.1 B et C, p. 91). 

La figure 5.4 (p. 97) présente les diagrammes de bifurcation pour g,;= 0.025 et 
0.030. On a maintenant deux intervalles disjoints sans points d'équilibre stables 
(H;,H: et H3,H41), reliés par une branche de points stables (entre H: et H3). Cette 


branche stable diminue progressivement, pour finalement disparaître. 


Toute la région entre les deux points d’inflexion de J;,,, où trois points d'équilibre 
existent, est entièrement comprise entre les deux premières bifurcation de Hopf (en- 
tre H, et H), fig. 5.4 À et C). Ces trois points sont donc instables (2 points instables, 

1 point de selle). Les deux points de bifurcation se produisent dans des plages où 
la conductivité est positive. Cette dernière remarque s'applique à tout le second 
intervalle d’instabililité entièrement situé dans une région de conductivité positive. 

La première paire de bifurcations (H;,H;) prolonge celle qui est apparue à g,;=0. 
La seconde paire de bifurcations (H:,H4) se produit dans une plage de potentiel où 


h est complètement fermée, mais où la dérivée de d atteint son maximum (fig. 3.7, 





Figure 5.3: Évolution des solutions périodiques en fonction de 9,;. 


À) gsi= 0 et Lstim= 2.95, B) g,;= 0.01 et Litim= 2.87, C) gs= 0.022 mS/cm* et 
Es = 2.175 uA/cm°. 
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Figure 5.4: Diagramme de bifurcation, g,;:=0.025(A,B) et 0.030 (C,D). 
A, C) Points d'équilibre, V,,:, et V,.- des solutions périodiques en fonction de L,;,, 
stables (=) et instables(...). B, D) Période des cycles stables (=) et instables (..). 
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p. 44). Seuls dif, et xl y sont impliquées. La croissance de g,; augmente l'effet 
déstabilisateur de d et réduit graduellement la branche de points stables entre les 
deux zones instables. 

L'évolution de la structure des solutions périodiques stables et instables en fonc- 
tion de g,; est complexe. Au départ on a deux familles indépendantes de solutions 
périodiques stables, chacune rattachée à une zone d’instabilité et à un couple de 
bifurcations de Hopf (fig. 5.4 A). Avec la croissance de g.,;, on passe à une seule 
branche de solutions périodiques stables reliant la première et la dernière bifurca- 
tion de Hopf (AH, à H4, fig. 5.4 C). Les deux points de bifurcation intermédiaires 
(H;, H3) sont alors reliés par une branche de solutions périodiques instables servant 
de séparatrice entre les points stables et les cycles stables de grande amplitude. 

Avec l’apparition des points d’inflexion de J;,:%(V), la première bifurcation (H;) 
devient sous-critique, donnant naissance à un cycle instable qui joint le cycle stable. 
La jonction entre les deux branches de solutions périodiques se fait à une période 
très grande (fig. 5.4 B et D), ce qui suggère qu’elles se détachent simultanément 
d’un même cycle homoclinique. La branche de cycles instables passe de plus en plus 
près du minimum de Jin et finit par le toucher à g,; & 0.032 mS/cm°. 

La seconde bifurcation (H;) devient d’abord super-critique et une branche de cy- 
cles instables en émerge. Ces cycles instables servent de séparatrice entre les points 
stables et les cycles stables de grande amplitude existant simultanément entre A, 
et H3 (fig. 5.4 A). Au moment où les deux familles de cycles stables se rejoignent et 


deviennent confondues (fig. 5.4 C) cette branche instable se connecte à la troisième 
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bifurcation de Hopf. La distance entre les deux bifurcations intermédiaires diminue 
ensuite progressivement. Elles disparaissent à g,; Æ 0.032. 

Sur tout cet intervalle de g,;, une zone de bistabilité existe ( points et cycles 
stables entre FH, et H3) et des stimuli appropriés peuvent déplacer le système d’un 


attracteur à l’autre (fig. 5.5, p. 100). 


Les figures 5.5 A et B (p. 100) montre dans deux cas la position du point et du 
cycle stables dans les plans de phase [(d,V}).(f,V),(x1,V)]. Ils sont séparés par un 
cycle instable centré sur le point stable. Les cycles instables ne sont pas indiqués, 
mais on peut connaître leur amplitude en potentiel en examinant les figures 5.4 
A et C. Un bref stimulus de courant déplace le potentiel sans que les variables 
dynamiques h, d, f et x1 n’aient le temps de changer. La perturbation correspond à 
un déplacement horizontal dans les plans de phase (variation de V seulement). Du 
point d'équilibre, on constate qu'il est toujours possible de déplacer simultanément 
toutes les variables dynamiques hors de ou sur leur orbite (transition (2), fig. 5.5 
CE 

Pour provoquer la transition inverse, on cherche une région des orbites où un 
même déplacement de potentiel amène toutes les variables près de leur position 
d'équilibre. Une telle région n'existe pas sur la figure 5.5 A. Il existe cependant 
une zone, autour de -60 mV, où f et xl peuvent être simultanément déplacés de 
l'orbite au point d'équilibre. Si d, variable rapide, peut revenir à l’intérieur du 
cycle instable avant que f et x1 n’en sortent, la transition est assurée (transition 


(1), fig. 5.5 C). Dans le second cas, où l’amplitude du cycle instable est petite et la 
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Figure 5.5: Alternance entre deux attracteurs. 
A) gsi=0.025, Luim=3 LA/cm?, position du cycle stable et du point stable dans 
les plans (d,V}), (f,V) et (x1,V), B) Comme en A, mais avec g,;—0.030, Tim —2.875 
uA/cm?, C) Dans les conditions de À, aux temps indiqués par les flèches, on applique 
pour 0.5 ms une stimulation de 20 (1) et de -30 wA/cm° (2). 
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zone d’attraction du point stable très réduite (fig. 5.4 C), nous n’avons pu obtenir 
cette transition pour un stimulus isolé (fig. 5.5 D). On doit utiliser une stratégie 


plus complexe de stimulation sur laquelle nous reviendrons plus loin. 


gsi=[.032,.14] 


On est revenu à une région où il n’existe qu'un couple de bifurcations. Avec 
l’augmentation de 9,;, une ouverture de plus en plus réduite de la variable d est 
suffisante pour déséquilibrer le système. L’écart décroît entre la première bifurca- 
tion de Hopf et le maximum de J;,,% et les deux points se déplacent légèrement 
vers des potentiels et des courants plus petits (fig. 5.1 B, C). 

Le potentiel de la seconde bifurcation s’accroît, rapidement d’abord, puis de plus 
en plus lentement. Puisque le potentiel de la bifurcation bouge peu, en comparaison 
à l'augmentation de g.; et à l’amplitude du courant J,; qui en résulte, le courant 
de stimulation caractéristique de la bifurcation décroît et l'intervalle de courant 
séparant les deux bifurcations devient de plus en plus petit. 

Pour que le potentiel de la seconde bifurcation reste relativement fixe autour de 
-20 mV, il faut que la stabilité dépende d’abord de l'interaction de d et f qui sont 
toutes deux multipliées par g:. En effet, autour de ces potentiels, ZI (V) et L1(V) 


varient peu et ne peuvent compenser l'effet de g.; sur le jacobien du système (fig. 


3.1, D, 16). 


Le diagramme de bifurcation garde l'allure générale de celui que nous avons 


analysé en détail au chapitre précédent (comparer g,;:=0.09, fig. 4.3, p. 64 et 
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Figure 5.6: Diagramme de bifurcation avec g,;=0.13. 
A) Points d'équilibre, Vin et Vnar des solutions périodiques en fonction de Lit, 
régions stables (=) et instables(.….). Le cycle instable de faible amplitude autour 
de H; n’est pas montré en À, mais sa période apparaît en B. B) Période des cycles 
stables (=) et instables (...). 
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fig. 5.6, p. 102). Parmi les caractéristiques conservées, notons que 


a) 


b) 


la première bifurcation de Hopf est sous-critique et génère une branche de 
solutions cycliques instables de faible amplitude (on ne la montre pas à la 
figure 5.6 À, mais sa période est indiquée au panneau B). Les cycles stables et 
instables disparaissent à une même valeur de 1,;, avec une période tendant 


vers l'infini. 


Entre les deux bifurcations de Hopf, le potentiel maximal des cycles sta- 
bles ne varie pratiquement pas. La variation de la période est liée à la 
décroissance de voltage minimal et à la phase de dépolarisation diastolique. 
Avec l'augmentation de g,;, l'intervalle entre H;, et H: décroît, bien que la 
variation de V;, reste à peu près la même. La période apparaît donc moins 


homogène. 


La branche de solutions cycliques stables persiste au-delà de la seconde bi- 
furcation de Hopf et définit un intervalle de bistabilité qui grandit avec g,;, à 
mesure que l'intervalle entre les deux bifurcations de Hopf décroïit et que la 


zone d’automaticé pure s’amoindrit. 


La jonction entre branche stable et instable à la seconde bifurcation de Hopf 
implique un processus de complexification de la période. Dans les deux cas 
présentés (gs;=0.09, fig. 4.5, p. 69, g::=0.13, fig. 5.7, p. 105), cette complexifi- 
cation implique une série d’oscillations d'amplitude croissante suivies, lorsque 


-40 mV est atteint, d’une dépolarisation plus importante. Ce seuil autour de 
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-40 mV est exactement la valeur du potentiel autour de laquelle une branche 
de points stables existe pour g,; compris entre 0.022 et 0.032. Il se mamifeste, 
pour des valeurs de g.; plus importantes, en provoquant une complexification 


de la période. 


Un nouveau comportement apparaît pour les grandes valeurs de g,;. La sec- 
onde bifurcation (H;) devient sous-critique (fig. 5.6). Une branche de solutions 
périodiques stables de faible amplitude en émerge. Elles deviennent instables quand 
la branche s’incurve. Le processus de complexification de la période présente une al- 
ternance de petites oscillations et de grands potentiels d'action. Avec l'augmentation 
de g.; apparaît une région (avant la région de complexification de la période) où les 
grandes oscillations persistent et où les faibles oscillations peuvent se stabiliser. 
L'’augmention de g.; découple les variables f et xl et permet l’apparition de nou- 


veaux comportements dépendant plus directement de l'interaction de d et f. 


Isi > 0.14 


Jusqu'à gs;=0.14, la dernière bifurcation se produit à un courant supérieur à celui 
de la première bifurcation (fig. 5.1 B, p. 91). Au-delà de 9,;= 0.14, la situation 
s'inverse et le diagramme de bifurcation change d’allure une dernière fois. La figure 
9.8 présente les diagrammes de bifurcation pour g,;= 0.18 et 0.5. Une nouvelle 
région apparait où deux points stables existent simultanément, séparés par un point 
de selle. (fig. 5.8 A et C, p. 106). Un courant transitoire de stimulation peut alors 


déplacer le système d’un point stable à l’autre (fig. 5.9 À et B, p. 107). 
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Figure 5.7: Complexification de la période avec g,;=0.13. 


Lstim vaut 2.425, 2.43 et 2.435 1 A/cm?, respectivement, en A, Bet C. 


106 


V(mV) 
N 


PÉRIODE (ms) 





C 
ao 
E 

S : 
è ë 

> 
Ë 





-1.0 LA ‘… 4.4 «.1 4.1 ,.s 


Les (uA/cm') 





Figure 5.8: Diagramme de bifurcation avec g,;= 0.18 (A et B) et 0.5 (C et D). 
A) Points d'équilibre, Vs, et Vs: des solutions périodiques en fonction de 1,;;,, 
régions stable (=) et instable (.….). En A et B, on ne montre pas la solution 
périodique de faible amplitude autour de H1. En C, H; n'est plus une bifurca- 
tion de Hopf. B,D) Période et amplitude des solutions périodiques stables (=) et 
instables (.….) autour de la seconde bifurcation de Hopf (H;). 
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Figure 5.9: Alternance entre deux attracteurs avec g,;=0.18. 

A) Litim = 1.8uA/cm?, position des deux points d'équilibre stables à deux valeurs 
de potentiel. B) Alternance entre les deux points d'équilibre en appliquant pour 
0.5 ms (1) -140, (2) 45 (3) -80 x A/cm?. Dans le cas 3, la transition n’a pas lieu. 
C) Lstim = 1.48 uA/cm?, position du point et du cycle stables. D) Transition du 
cycle stable au point stable. On applique 60 u.A/cm? pendant (1) 2 et (2) 4 ms, -60 
WA/cm? pendant (3) 1 et (4) 2 ms. E) Transition du point stable au cycle stable. 
Avant d’appliquer 60 uA/cm? pendant 1 ms, on déplace f à 0.75 et x1 à 0.25. F) 
Non-transition du point stable au cycle stable. On applique pour 40 ms (1) 2.76 et 
(2) 2.77 uA/cm?, pour 1 ms (3) 22.7 et (4) 22.8 uA/cm'. 
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La forme des solutions périodiques change elle aussi. La première bifurcation de 
Hopf (H;) existe jusqu’à g,;= 0.22, après quoi elle se confond avec le maximum du 
courant ionique et disparaît (fig. 5.1 B et C). Jusqu'à 0.22, une branche de solutions 
périodiques instables de faible amplitude continue d’émerger de cette bifurcation 
sous-critique et de se terminer par un cycle homoclinique en touchant le point de 
selle (on ne les a pas indiqués sur la figure 5.8). Cette branche semble devenir 


indépendante de celle qui émerge de l’autre bifurcation de Hopf. 


Quant à la seconde bifurcation de Hopf (H;), nous avions déjà noté qu'elle de- 
venait sous-critique entre g,;= 0.09 et 0.14 et donnait naissance à une branche de 
solutions périodiques stables de faible amplitude. Cette tendance s’amplifie pour 
ÿsi > 0.14. La branche perd sa stabilité en s’incurvant et se termine en un cycle ho- 
moclinique (fig. 5.8 B et D). Les cycles stables de grande amplitude sont maintenant 
disparus. La branche de solutions cycliques stables définit un second intervalle de 
bistabilité (cycle et point stables). Une stimulation transitoire de courant positif ou 
négatif peut déplacer la dynamique du cycle vers le point stable (fig. 5.9 C,D). La 
transition inverse est très difficile à provoquer par la même stratégie de stimulation 
(fig. 5.9 F). Selon le stimulus employé, le système revient à l’équilibre directement, 
ou après une longue excursion consécutive à un potentiel d’action. L'examen de 
la position relative du point et du cycle stables dans les plans de phase permet de 
comprendre la situation (fig. 5.9 C). 

Dès que, à la suite d’une stimulation depuis le point d’équilibre, le potentiel 


atteint & -50 mV,met d s'ouvrent (le potentiel du point déquilibre est maintenant 
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assez bas pour que h ne soit plus complètement fermée). Les courants J,; et Z,, 
(si la montée a été plus rapide que la fermeture de h) dépolarisent brusquement 
le système. À partir de ce point la dynamique devient pratiquement indépendante 
de la stimulation. Elle dépend de la fermeture de f et de l’ouverture de x1. La 


trajectoire qui suit ne passe pas dans le bassin d’attraction du cycle stable (fig. 5.9 


F). 


Cependant si on déplace les variables f et xl près de l’intervalle qu’elles par- 
courent pendant le cycle stable avant d'appliquer un stimulus transitoire de courant, 
on peut provoquer la transition (fig. 5.9 E). Dans une préparation expérimentale 
réelle, on ne peut pas perturber directement les variables dynamiques. Une telle 
perturbation peut cependant être obtenue par l’application d’un train d’impulsions 


de stimulation, suivi d’un stimulus prématuré. 


On montre, au prochain chapitre, qu’une stimulation répétée induit des com- 
portements périodiques. La trajectoire de chaque variable dynamique s’organise 
autour d’une valeur moyenne qui peut être modifiée en manipulant les paramètres 
de la stimulation (période, amplitude, durée). Une augmentation de la fréquence 
augmente la valeur moyenne de x1 et diminue celle de f (voir fig. 6.11, p. 164). On 
se retrouve alors dans une situation équivalente à celle qui précède immédiatement 


l'application du stimulus et la transition d’attracteurs dans la figure 5.9 E. 
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5.1.3 Diagramme générique de bifurcation 


Le paramètre g,; a une influence importante sur la stabilité du modèle BRDR. Dans 
la section qui précède, nous avons présenté les caractéristiques générales de chacune 
des phases de la transformation des points et des cycles stables et instables. Nous 
n'avons cependant pas fourni, comme au chapitre 4, de diagrammes génériques de 
bifurcation qui illustrent la topologie et l’enchaïinement des états. 

Au chapitre 4, une telle construction a été rendue possible grâce à un modele 
simplifié bidimensionnel. Ce dernier permettait la visualisation de la dynamique 
(par l'emploi des variétés lente et rapide) nécessaire à l’élaboration du diagramme 
générique. Ce modèle simplifié (chap. 4, eq. 4.2) reste-t-il utilisable quand g;; 
varie? 

La figure 5.10 (p. 111) présente le prolongement du diagramme de bifurcation 
du modèle bidimensionnel en fonction de g,;. Les courbes sont similaires à celles des 
figures équivalentes pour le modèle BRDR (fig. 5.1 B et C, p. 91). Globalement, 
le modèle bidimensionnel reste donc raisonnablement applicable pour l’ensemble 
des valeurs du paramètre g,; et peut servir de base, dans un premier temps, à la 
construction des diagrammes génériques de bifurcation et à la représentation de la 


dynamique. 


5.1.4 Résumé 


Nous avons souligné dans l'introduction de ce chapitre le lien potentiel entre les 


épisodes d’arythmie survenant tôt après la création d’une zone ischémique et l’augmentatio 
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Figure 5.10: Prolongement du modèle à deux dimensioms en fonction de gi. 
Lieu des points d’inflexion de Li, (.…) et des bifurcations de Hopf (-) en potentiel 
(A) et en courant (B) en fonction de gs. 
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de g.; qui pourrait être contrôlée par la libération d’adrénaline. Deux mécanismes 
ont été proposés: d’une part l'existence d’un foyer local d’automaticité, d’autre 
part la génération d’une ou plusieurs dépolarisations transitoires à la suite de stim- 


uli périodiques externes. 


Pour des valeurs moyennes de g,; (0.09 à 0.14 mS/cm°) une zone d’automaticité 
pure (1 seule solution périodique stable) et une zone de bistabilité (cycle et point 
stables) coexistent pour des plages de courants constants. La présence de cy- 
cles stables de grande amplitude suggère la possibilité de foyers ectopiques main- 
tenus (automaticité pure) ou apparaissant à la suite de stimulation (bistabilité). 
L'augmentation de g.; diminue graduellement l'intervalle d’automaticité pure et 


amplifie la zone de bistabilité. 


À partir de g,; =0.14 mS/cm*, la zone d’automaticité pure disparaît, pour ne 
laisser qu’une zone de bistabilité d'importance croissante. Dans la plus grande partie 
de cet intervalle on a deux points stables: un état polarisé et un état dépolarisé. 
Quant à la région où un point et un cycle stables coexistent, ce dernier est de faible 
amplitude. La situation peut être assimilée à celle de l'intervalle adjacent (état 
polarisé et dépolarisé). Cela suggère l'existence de battements ectopiques induits 


par stimulation externe. 


Lors de la modélisation de structures continues, le scénario d’arythmie favorisé 


imposera donc des contraintes sur les distributions admissibles de g,;. 
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5.2 Effet de AV. 


Les données expérimentales suggèrent que l’accumulation de potassium extracellu- 
laire ne modifie pas de façon importante la dynamique des canaux potassium (x1) 
mais décale les courbes des courants de rectification potassium (1,1,141) [50]. Pour 
reproduire l'influence de l’accumulation de potassium extracellulaire sur les pro- 
priétés de stabilité du modèle BRDR soumis à un courant de stimulation constant, 


nous avons introduit un nouveau paramètre AV, tel que 


Tx1(V, AV,) 


I (V — AV) 


LalV, AW) = Ia(V — AW) 


5.2.1 Effet sur le courant ionique 


Les graphiques 5.11 À et B (p. 114) présentent les courbes de 1;,,.(V) pour 
diverses valeurs de AV,. L'augmentation de AV} transforme la courbe du courant 
ionique d’équilibre d’une forme triphasique, avec un minimum et un maximum, à 
une courbe monotone croissante . Avant que la courbe n’atteigne le stade d’une 
croissance monotone (AV, > 19 mV), deux nouveaux points d’inflexion naissent, 
puis disparaissent. 

AV; déplace le potentiel de repos (Z;.%(V) = 0) qui grandit de façon quasi- 
linéaire pour les 30 premiers mV de AV, (fig. 5.11 C). La croissance s'accélère dans 


l'intervalle de potentiel correspondant à l’ouverture de d. 
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Figure 5.11: Variation de Liono(V) avec AV.. 
À) Lionx(V) pour AV4 allant de 0 à 30 mV par pas de 5 mV, B) Idem pour AV, 
allant de 15.5 à 19 mV par pas de 0.5 mV, C) Potentiel d'équilibre (Ds (VI=0) 
en fonction de AV.. 
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5.2.2 Équilibre sous application d’un courant constant 


On veut étudier comment le paramètre AV, modifie la structure des solutions stables 
et instables du modèle BRDR. Comme pour le paramètre g,; à la section précédente, 
la figure 5.12 (p. 116) présente le prolongement du diagramme de bifurcation qui 
donne la position en potentiel (panneau A) et en courant de stimulation (panneau 
B) des bifurcations de Hopf et des points d’inflexion de J;,,.(V) en fonction de 
AVy. Jusqu'à AV4 & 15.5 mV, la forme générale du diagramme de bifurcation 
reste inchangée: deux extrema et deux bifurcations de Hopf. Entre — 15.5 et + 19 
mV (entre lignes brisées sur la figure), deux nouveaux extrema de 1;,,+ apparais- 
sent, puis disparaissent, avant que le courant ionique ne montre plus aucun point 
d'inflexion. Dans cette région, la position relative de la première bifurcation de Hopf 
et des extrema se modifie rapidement. La figure 5.12 C reproduit schématiquement 


l’évolution de cette relation. 


Pour AV, > 19 mV,iln’y a plus que deux bifurcations de Hopf dont la séparation 
diminue graduellement. Elles se confondent et disparaissent à AV, = 30 mV. Au- 


delà de cette valeur, tous les points sont stables. 


Pour AV} situé entre 0 et 30 mV, tous les points critiques entre les deux bifurca- 
tions sont instables. Ces derniers définissent donc un intervalle d’automaticité pure 
dont la largeur s’accroît d’abord, pour diminuer rapidement à partir de AV, & 20 
mV. Il reste à examiner l’évolution des solutions périodiques. Pour ce faire nous 


divisons AV, en trois intervalles: [0,15.5] [15.5,19] et [19,30] mV. 
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Figure 5.12: Prolongements du diagramme de bifurcation en fonction de A4. 
Pour chaque valeur de AV;, position en potentiel (A) et en courant (B) des bifur- 
cations de Hopf et des points limites de J;,,.(V). C) Illustration de l’évolution du 
nombre et de la position relative des points d’inflexion et des bifurcations de Hopf 
pour AV} allant de 15.5 à 19 mV. 
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AV;:=[0,15.5 mV] 


Dans tout cet intervalle la disposition générale des points critiques est préservée 
(comparer AV,=0, fig. 4.3, AV;= 7.5 et 15 mV, p. 64, fig. 5.13, p. 118). La 
première bifurcation (H,) se produit près du maximum du courant ionique et la 
seconde (H;) bien au-delà, si bien qu'elles définissent une région d’automaticité 
pure. Dans la majeure partie de cette région, les solutions périodiques stables 


gardent une amplitude et une période relativement constantes. 


Le caractère de la première bifurcation de Hopf (A;) ne change pas. Elle reste 
sous-critique, générant un cycle instable de faible amplitude. Les branches stables 
et instables de solutions périodiques continuent d’apparaïtre via des cycles homo- 


cliniques. 


Cependant, la variation de AV} transforme la façon dont les solutions périodiques 
sont liées au second point de bifurcation (H;). A AV;,=0, la solution stable de grande 
amplitude persiste au-delà du point de bifurcation et joint la branche des solutions 
périodiques instables par un processus de complexification de la période (diagramme 
de bifurcation: fig. 4.3, p. 64, complexification: fig. 4.5, p. 69). La croissance de 
AV}; fait que cette branche de solutions stables se poursuit jusqu’à des amplitudes 
de plus en plus petites (fig. 5.13 A). Simultanément, la bifurcation qui était super 
critique à AV4,=0 devient sous-critique. Une branche de solutions périodiques sta- 
bles de faible amplitude en émerge. La jonction entre les deux branches stables est 


assurée par une branche instable dont la largeur décroïit graduellement. Finalement, 
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Figure 5.13: Diagramme de bifurcation pour AV4= 7.5 (A,B) et 15 mV (C,D). 
La convention est la même que pour les diagrammes de bifurcation précédents. Les 
cycles instables de faible amplitude autour de H; ne sont pas représentés en A et 
C, mais leur période apparaît en Bet D. 
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on n’a plus qu’une bifurcation sous-critique d’où émerge directement la branche de 
solutions périodiques stables qui persistent à travers tout l’intervalle d’automaticité 
(fig. 5.13 C, D). Ce type de branchement persiste ensuite pour toutes les valeurs de 
AV4 où les bifurcations existent encore. 

À AV,=0, la fermeture rapide de d lorsque la repolarisation atteignait +-45 
mV accélérait la dépolarisation. Ce processus interdisait l’existence de solutions 
périodiques stables avec un minimum autour de -45 mV. Elles se mainfestaient de 
façon transitoire dans le processus de complexification de la période. L'augmentation 
de AV; garantit leur stabilité (fig. 5.14, p. 120). AV4 déplace y et Z;1 et amène 
la région où leurs dérivées sont importantes dans la même plage de potentiel où d 
se ferme (fig. 3.1, p. 16). La décroissance du courant entrant causée par la ferme- 
ture de d est compensée par la diminution du courant sortant due à la chute de 
I et de Z;1. La repolarisation peut s’inverser et des solutions périodiques stables 
de faible amplitude peuvent exister. La croissance de g.,; permet elle aussi de sta- 
biliser des solutions de faible amplitude autour de H;, effet que nous avons attribué 
au découplage relatif de f et xl. L'augmentation de AV4 fournit donc une autre 


contribution qui stabilise autour de FH, des solutions de faible amplitude. 


AVx=[15.5,19] et > 19 mV 


La dernière transformation, avant la disparition des deux points de bifurcation, 
concerne la connexion des branches périodiques stables et instables autour de la 


première bifurcation de Hopf. Pour AW4 > 19 mV, la courbe des points critiques 
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Figure 5.14: AV,=7.5 mV, solutions périodiques stables. 


Litim= 2.875 (A) et 2.9225 LA/cm? (B). 


120 


121 


n’a plus de point d’inflexion. Il n’y a plus de point de selle d’où générer les cycles 
homocliniques. Ces derniers sont remplacés par un cycle de grande amplitude et 
de période finie d’où se détachent les branches de solutions périodiques stables et 


instables (voir AV4 —25 mV, fig. 5.15, p. 122). 


Cette transition se produit à une valeur AV, comprise entre 16 et 19 mV, soit la 
région où le nombre des points d’inflexion et leur position relativement à la première 
bifurcation varient de façon complexe (fig. 5.12 C, p. 116). Trouver la valeur exacte 
de AV, pour laquelle la période du cycle générateur passe de l'infini à une valeur finie 
est très difficile. On ne peut utiliser de simulations numériques classiques (itérations 
temporelles successives) puisque nous nous intéressons au mode de connexion entre 
une branche stable et une branche instable, ce qui est inaccessible à ce mode de 
reconstruction numérique. Nous ne pouvons qu'’utiliser le logiciel AUTO. Ce dernier 
emploie une méthode de prolongement pour balayer une branche. Or, autour de 
H;, la période des cycles stables et instables augmente brusquement dans un court 
intervalle de courant appliqué (< 0.01 A/cm*°). Si la jonction s'établit par un cycle 
de longue période et de grande amplitude, la forme des cycles instables se transforme 
aussi très rapidement dans le même intervalle de courant. Il y a donc une limite, 
fonction de la précison numérique accessible, où la déformation est si rapide que 
le prolongement n’est plus possible. Si une même simulation permet de passer de 
manière continue de la branche stable à la branche instable, il n’y a pas de doute que 
la jonction s'établit par un cycle de période finie. Il y aura une légère imprécision 


sur la période, mais on est certain que la transition a eu lieu et que le cycle stable 
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Figure 5.15: Diagramme de bifurcation, AV;=25 mV. 
La description est semblable à celle des figures précédentes. C) Grossissement de 
B pour montrer que la jonction entre les cycles stables et instables autour de la 
première bifurcation se fait par un cycle de période finie. 
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apparaît avec une période finie. La figure 5.16 (p. 124) présente les diagrammes 
de bifurcation pour AV4= 17.8 (panneaux A et B) et 18.5 mV (panneaux C et D). 
Pour 18.5 mV, les solutions périodiques stables se joignent à une période finie. Pour 
17.8 mV, la branche de solution instable émanant ne touche plus aux points de selle, 


mais sa reconstruction est impossible au-delà d’un certain point. 


Les résulats indiquent que l’existence d’un point de selle au même niveau de 
courant que la bifurcation de Hopf est nécessaire à l’existence d’un cycle homo- 
clinique. Mais le caractère sous-critique de la bifurcation fait que la transition se 
produit un peu avant que cette condition ne soit réalisée. 

Quoiqu'il en soit, l’apparition de cycles de longue période et de grande amplitude 
près de la première bifurcation est un aspect très robuste de la dynamique du modèle 


BRDR. Ce comportemnent existait aussi dans le modèle bidimensionnel (fig. 4.7, 


p. 74). 


5.2.3 Résumé 


AV, a une influence directe sur la position du point d'équilibre qui reste unique et 
se déplace vers des voltages supérieurs. 

La période et l’amplitude des cycles stables restent relativement constantes sur 
la majeure partie de l’intervalle d’automaticité (entre les bifurcations) et changent 
peu avec AV. Les changements importants sont restreints à une zone étroite de 
courant appliqué (< 0.1 wA/cm°) autour de chaque bifurcation. 


La branche stable, de grande amplitude, apparaît toujours avant la première 
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Figure 5.16: Diagramme de bifurcation pour AW, 
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bifurcation. La période du cycle générateur, d’abord infinie, décroït après AV, # 
17.5 mV. 

Près de la seconde bifurcation de Hopf, à AV4=0, la branche s’interrompt 
brusquement après un processus de complexification de la période. Avec l’augmentation 
de AV}, ce processus disparaît. La bifurcation devient sous-critique et une branche 
de solutions périodiques stables de faible amplitude en émerge, qui finit par joindre 
directement la branche de grande amplitude. 

L'aspect le plus important reste la disparition totale de l’intervalle d’automaticité 
au-delà de AV,= 30 mV. Cela concorde avec les résultats de Imanishi et Surawicz 
qui montrent qu’une augmentation du potassium extracellulaire rend plus difficile 
l'induction d’automaticité par courant imposé [43]. 

Notons en terminant que, sauf pour le détail de la connexion autour des points 
de bifurcation, le modèle bidimensionnel fournit une bonne représentation pour 


l’ensemble des valeurs de AV, (fig. 5.17, p. 126). 


5.3 Prolongement tridimensionnel 


Aux chapitres 3 et 4, nous avons étudié en détail l’influence d’un courant de stim- 
ulation constant sur les propriétés d'équilibre, d’automaticité et de bistabilité du 
modèle BRDR. g.; et AV4 étaient maintenus à leurs valeurs nominales: g,;=0.09 
mS/cm?, AV,=0 mV. en Utilisant les résultats de ce cas comme référence, nous 


avons tour à tour examiné l'influence de g,; avec AV,=0, et de AV4 avec g.; fixé à 


0.09 . 
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Figure 5.17: Prolongement du modèle bidimensionnel en fonction de AV.. 
Pour chaque valeur de AV, on indique le lieu en potentiel (A) et en courant (B) 
des bifurcations de Hopf et des points d’inflexion de J;.,.…. 
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Dans une préparation qui a subi une ischémie, on a nécessairement une variation 
du courant de lésion et de la concentration de potassium extracellulaire de la zone 
saine à la région ischémiée. L’adrénaline est libérée de façon non-spécifique dans le 
myocarde. La vascularisation des diverses régions et la diffusion passive devraient en 
moduler le profil spatial de concentration. Il nous faut donc considérer les propriétés 
d'équilibre du modèle sous une variation simultanée des trois paramètres Lin, gs 


et A4. 


Il n’est évidemment pas possible de répéter pour chaque couple de valeurs 
(gsi, A V4) une analyse complète de la stabilité en fonction de Jin. On peut prendre 
l’un des paramètres comme référence et obtenir, pour une série de valeurs de celui- 
ci, les prolongements du diagramme de bifurcation en fonction des deux autres. En 
joignant ces diagrammes, on veut construire une surface délimitant le plus exacte- 
ment possible la région de l’espace des paramètres où l’automaticité et la bistabilité 
existent. 

gi est le paramètre qui influe le plus sur la forme du diagramme de bifurca- 
tion (automaticité pure + bistabilité cycle-point = bistabilité point-point et cycle- 
point). Nous l’utiliserons comme référence. 

L'examen de l’ensemble des diagrammes de bifurcation présentés jusqu'ici mon- 
tre que la position des bifurcations ou des points limites auxquels ils finissent par se 
confondre fournit une indication raisonnable des bornes de l’intervalle d’automaticité 
et/ou de bistabilité. Bien sûr, on manque les intervalles de bistabilité associés aux 


bifurcation sous-critique (première bifurcation) ou super-critique (seconde bifur- 
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cation). Mais ces intervalles sont très réduits, particulièrement dans le cas de la 


première bifurcation. 


Ce qui échappe à cette représentation et que seule l’analyse détaillée de la struc- 
ture de bifurcation peut restituer, c’est la nature de l’apparition et de la disparition 
de la branche de solutions périodiques stables. Ce problème se pose tant que la 
première bifurcation se produit à un courant inférieur à celui de la seconde et qu’un 
intervalle d’automaticité pure existe. 

Dans ce cas, pour la première bifurcation, les résultats indiquent que le cycle 
homoclinique se maintient à peu de choses près jusqu’à ce qu'il n'y ait plus de point 
de selle à des courants inférieurs à celui où la première bifurcation de Hopf survient. 
En reconstruisant la courbe, dans l'espace des paramètres, où la bifurcation de Honf 
et le minimum du courant ionique se confondent, on aurait une idée assez juste de 
la frontière où les cycles générateurs deviennent de période finie. 

Pour la seconde bifurcation, rien n’annonce dans les diagrammes de bifurca- 
tion les points où cesse le processus de complexification de la période et ceux où la 
branche stable naît directement du point de bifurcation. À AV, —0, la complexifica- 
tion de la période subsiste pour toutes les valeurs de g,; où l’intervalle d’automaticité 
pure existe (gs; <0.14). À gs:= 0.09, l'augmentation de AV} la fait disparaître très 
rapidement. On se trouve sans autre ressource que la simulation numérique de la 
dynamique (itération temporelle) pour étudier un phénomène que le logiciel AUTO 
n'arrive pas à suivre. 


Malgré ces limites, la construction du prolongement tridimensionnel garde son 
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intérêt. Hormis les problèmes de frontières, il nous indique les conditions à imposer 
pour produire un ensemble de cellules qui seraient toutes des oscillateurs ou que la 
bistabilité rendraient particulièrement sensibles à des entraînements externes. 

Nous illustrerons pour quelques valeurs de g,; la construction des courbes limites 
avant de présenter les résultats tridimensionnels. 

La figure 5.18 présente la position des bifurcations de Hopf en fonction de AV, 
pour gs: = 0.034 (panneaux A et B) et g,; = 0.05 (panneaux C et D). La forme 
générale des courbes est exactement la même que celle qu’on a obtenue à la section 
précédente pour g,; = 0.09 (fig. 5.12, p. 116). Jusqu'à g,;=0.14, le prolongement 
selon AV, des bifurcations de Hopf ne pose donc aucun problème. Tant qu’une seule 
paire de bifurcations existe, on sait qu’elle cerne un intervalle d’automaticité pure. 
L'augmentation de AV, tend à réintroduire deux paires disjointes de bifurcations. 
Dans ce cas, l’intervalle de points stables entre les deux paires de bifurcations définit 
en tout ou en partie un intervalle de bistabilité. L'existence de deux paires disjointes 
de bifurcations indique que les solutions périodiques sont de période finie (voir 
ÿsi=0.025 et 0.030, fig. 5.4, p. 97). 

L'augmentation de AV}, tend donc à éliminer les points d’inflexion de J;,,. 
(Voir position des points d’inflexion, g,;:=0.09, fig. 5.12, g= 0.034, fig. 5.18 E,F). 
Si les points d’inflexion sont disparus, on sait que les solutions périodiques stables 
et instables seront de période finie (voir AV4=0, g,;=0 , fig. 5.2, p. 94, AV,-—25 
mV, gsi=0.00 , fig. 5.15, p. 122). La disparition des cycles homocliniques précède 


d’un peu celle des points d’inflexion (voir AV4=0, g,;5=0.025 et 0.030, AV;,=25 mV, 
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g=0.09, fig. 5.15, p. 122). 


À partir de g;=0.14, on a vu qu'à AV,= 0 la position relative (en courant) des 
deux bifurcations de Hopf est inversée. H) se produit à un courant inférieur à H:. 
L’intervalle entre les deux bifurcations porte 2 points stables, séparés par un point 
de selle. (voir g.;= 0.18 et 0.5, fig. 5.8, p. 106). Le prolongement des bifurcations 
est encore valable, mais il faut l’interprétrer correctement. La figure 5.19 (p. 132) 
montre le prolongement en fonction de AV4 pour g,;= 0.14 (panneaux A et B) et 
gsi= 0.15 (panneaux C à F). Pour les faibles valeurs de AV}, la relation entre les 
points de bifurcation reste inversée (fig. 5.19 C et D, p. 132). L'augmentation de 
AV}, réinstalle la relation primitive et l’intervalle d’automaticité pure. Cependant, 
la première bifurcation tend à se confondre avec le maximum du courant ionique 
(point (1) sur les panneaux E et F). Mais on retrouve deux bifurcations de Hopf 
pour un court intervalle après la disparition des points d’inflexion (point (2) sur les 


panneaux E et F). 


Pour g.; plus grand encore, l’augmentation de AV}, ne parvient plus à inverser la 
relation entre la seconde bifurcation et la première qui est confondue au maximum 
du courant ionique (fig 5.20 , p. 134, gsi= 0.22 et 0.30). Le second point de bifur- 
cation finit même par se confondre au minimum du courant ionique. À ce moment, 


on a deux branches de points stables séparées par des points de selle. 


Pour compléter la reconstruction tridimensionnelle, il faut chercher la valeur de 


gsi où AV, ne peut plus renverser la relation entre le maximum du courant ionique 
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Figure 5.18: Prolongement du modèle BRDR en fonction de AV. 


A,B) Lieu des bifurcations de Hopf en fonction de AV4 pour g,;:= 0.034 mS/cm°. 
C,D) Idem, pour g,;= 0.05 mS/cm?. E,F) Pour g,;= 034 mS/cm?, lieu des points 
d’inflexion de Jionoo(V). 
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Figure 5.19: Prolongement du modèle BRDR en fonction de AW. 


A,B) Lieu des bifurcations de Hopf pour g,;= 0.14, C,D) Intervalle d’instabilité 
pour g= 0.15, E,F) Illustration de la construction des figures C,D. Au point 1, la 
première bifurcation de Hopf se confond avec le maximum du courant ionique et 
disparaït. On ne montre le maximum du courant ionique qu’à partir de ce point. 
Au point 2, on se retrouve à nouveau avec deux bifurcations de Hopf. Les courbes 
C et D sont donc celles des bifurcations de Hopf tant qu’elles existent. Si elles 
disparaissent, on les remplace par le point d'inflexion du courant ionique avec 
lequel elles se confondent. 
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et la seconde bifurcation. Près de cette limite, à de grande valeur de AV}, la seconde 
bifurcation repasse sous le maximum du courant ionique et va se confondre avec le 


minimum (fig. 5.20 A B). 


En joignant toutes les courbes limites bâties comme précédemment on construit 
les diagrammes tridimensionnels (fig. 5.21, p. 135). On obtient une surface qui 
cerne un volume. Pour toute combinaison de paramètres à l’intérieur de ce volume, 
on obtient une membrane isolée automatique (solution périodique stable) ou en état 
de bistabilité (deux points déquilibre stables). 

Ce volume d’instabilité nous guidera pour la simulation de pièces de tissus 
ischémiés. Sur un câble de cellules par exemple, on peut imposer une distribu- 
tion spatiale AV.(X) pour reproduire l’accumulation de potassium extracellulaire. 
Puisque AV}, modifie le potentiel d'équilibre, il en résulte une distribution du poten- 
tiel d'équilibre (Viu(X)) et un courant de lésion (74,.(X)= 1/p Faut), On peut 
aussi ajouter une distribution spatiale g,:(X). L'état du câble [AVA(X), Z,(X), 
gsi(X)] correspond à une courbe dans l’espace des paramètres. La portion de cette 
courbe à l’intérieur du volume d’instabilité correspond à la partie du câble dont les 
cellules sont intrinsèquement instables. On peut alors étudier l'interaction de zones 
automatiques et non automatiques ou bistables et stables. 

Les logiciels dont nous disposions pour rebâtir un volume à partir d’une série 
de tranches ont été développés pour le traitement d'images. S'ils sont souples et 
efficaces pour reconstituer et manipuler un objet tridimensionnel, ils conviennent 


moins bien au type d’analyse que nous avons à faire. Ils ne permettent pas facilement 
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Figure 5.20: Prolongement du modèle BRDR en fonction de AV.. 


Position des bifurcations de Hopf et des points d’inflexion de 1, pour g,;= 0.22 
(A,B), et 0.30 mS/cm° (C,D). 





Figure 5.21: Reconstruction de l'intervalle de bistabilité et d’automaticité du modèle 
BRDR. 

À et B) Représentation dans l’espace AV, ,V ,ÿsi Correspondant respectivement aux 
axes X, Ÿ et Z sur la figure. AV4 est compris entre 0 et 60 mV, Ventre -65 et -18 
mV, gi entre 0 et 0.3 mS/cm?. C,D et E) à la page suivante, Représentation 
dans l’espace AV4 ,Ltim si correspondant respectivement aux axes X, Ÿ et Z de 
la figure. Zi est compris entre -9 et 4 uA/cm°. g: et AV, couvrent le même 
intervalle qu’en À et B. 
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d'inscrire un courbe à l’intérieur du volume d’instabilité. De tels développements 


permettraient dans l’avenir de tirer un meilleur parti des résultats. 


Chapitre 6 


Excitabilité d’une membrane 
isolée 


6.1 Rôle du courant sodium 


Nous avons vu dans les chapitres précédents que le courant sodium joue un rôle 
mineur quant aux caractéristiques des solutions stables sous application d’un courant 
de stimulation constant, sauf dans les cas où l’amplitude du courant J,; est très 
réduite ( gs < 0.02). 

La fermeture de h à des potentiels inférieurs à ceux où m s'ouvre élimine 
virtuellement toute contribution du courant sodium à la stabilité des points d'équilibre 
dès que le potentiel dépasse — -65 mV (fermeture de h & -70 mV, ouverture de m 
& -55 mV, voir fig. 3.1, p. 16). Quant aux solutions périodiques stables, la très 
lente dépolarisation initiale, controlée par f et x1, ferme h et neutralise là encore le 
courant sodium. 

Cependant, la situation peut devenir tout à fait différente si, à partir d’un état 
où h est encore ouvert, une stimulation transitoire transporte le potentiel dans la 


plage d’activation de m. Dans la figure 6.1 (p. 139) le système est d’abord à l’état 
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de repos (V=— -86.97 mV, h=—.99). Une stimulation transitoire (l4;M= 30 A/cm*, 
Titim= 2 ms) déplace le potentiel à un rythme bien supérieur à celui de la fermeture 
de h (r, = 10 ms, voir fig. 6.1 C ). À partir + -55 mV, la grande intensité du 
courant sodium (gna (V-Ena) 1500 uA/cm°) et l'activation rapide de m (r,, + 
0.2 ms) provoquent la dépolarisation (fig. 6.1, A,B). Une application transitoire 
de courant de stimulation d'intensité et de durée appropriées peut donc déclencher 
un potentiel d'action dont la phase ascendante dépend essentiellement du courant 
sodium. Les conditions propices à de telles stimulations sont présentes pour des 
potentiels de repos << -65 mV. Elles peuvent aussi apparaître pendant la phase de 
repolarisation d’une solution périodique stable ou d’un potentiel d’action isolé. En 
variant l'intensité et la durée de la stimulation, on atteint nécessairement des cas 
limites où le déclenchement du potentiel d'action dépend du détail de l’évolution de 
mh et d (fig. 6.2, p. 140). 

Ces problèmes d'’excitabilité, de seuil et de période réfractaire ont été abon- 
damment discutés dans la littérature, aussi bien du point de vue expérimental que 
théorique [26,25,79,64,65,66,27,51] (voir aussi appendice D). 

Énonçons d’abord sous sa forme la plus générale le problème de l’excitabilité: 
soit [V°,Y9,i=1,5], une condition initiale quelconque du modèle BRDR, existe-t-il 
des stimulations transitoires (Lim, Titim) qui déclenchent la formation d’un potentiel 
d'action? 

Pour répondre à cette question, il faut d’abord définir le potentiel d’action en 


divisant les stimulations et les dynamiques induites en deux classes disjointes: sous- 
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Figure 6.1: Potentiel d’action et variables dynamiques. 
De l’équilibre on applique une stimulation de 30 wA/cm? pour 2 ms. A) V(t). B 
à F) Variables dynamiques en fonction de V. Les flèches indiquent le sens de la 
progression temporelle. 
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Figure 6.2: Stimulations sous et supraliminaires à partir du potentiel de repos. 
À )Titim = 0.1 ms, PE 327.5 et 327.6 uA/cm?, B)Tisin = 10 ms, Lotion = 5.045 et 
0.046 uA/cm, C)Totim= 40 ms, Litim= 2.82825 et 2.8285 uA/cm?, D à H) variables 
dynamiques m, h, d, f et xl en fonction du potentiel pour les trois cas précédents. 


141 


liminaires, ne provoquant pas de potentiel d'action, et supraliminaires dans le cas 
inverse. Pour une large classe de stimuli, la distinction ne fait pas de doute (par ex- 
emple, fig. 6.2 A,B et C). Cependant, il n’existe pas de critères absolus de définition. 
On emploiera donc des critères empiriques: potentiel dépassant un certain seuil 
et/ou courant entrant s’activant et persistant pour un certain intervalle de temps. 

On cherche alors, pour chaque intensité de stimulation, le temps critique au-delà 
duquel la dynamique passe d’une classe de comportement à l’autre et on construit 
ainsi la courbe intensité-durée (fig. 6.3, p. 142). 

Nous voulons, dans ce chapitre, illustrer comment l'approche utilisée dans les 
chapitres précédents permet de comprendre la forme des courbes intensité-durée 
obtenues par simulation et l'influence des conditions initiales. Nous montrons en 
particulier que les problèmes d’excitabilité peuvent être réduits, pour une large part, 
à des problèmes d'équilibre dès que l’on restreint l'échelle de temps sur laquelle on 


observe le phénomène. 


6.2 Période réfractaire absolue par rapport au 
courant sodium 


6.2.1 Définition du problème 


Pour des stimulations supraliminaires (assez au-dessus du seuil), l'examen des dy- 
namiques confirme ce qu’une simple comparaison des constantes de temps suggère 
(fig. 6.1). À la suite d’un déplacement de potentiel, m réagit immédiatement et 


cherche à suivre sa valeur d'équilibre. La fermeture de h, plus lente, culmine près du 
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Figure 6.3: Courbes intensité-durée des modèle BRDR et SP. 
A) À l'équilibre, B) stimulation prématurée quand la repolarisation atteint -70 mV 
et C) quand la repolarisation atteint -60 mV. 


143 


maximum de dépolarisation. L'ouverture de d provoque la formation d’un plateau, 
puis la repolarisation dépend de la réaction tardive de f et xl, avec une constante 
de temps de 10 à 20 fois supérieure à celles de d et h. Les caractéristiques de la 
stimulation influencent le détail de la dépolarisation (fig. 6.2), mais la phase de 
repolarisation en est pratiquement indépendante et garde toujours le même profil, 
tout au moins pour m.,h et d. La repolarisation est si lente que m suit sa valeur 
d'équilibre. d et h y gardent un certain retard (fig. 6.2 D,E,F). 

L'examen des cas supra et sousliminaires de la figure 6.2 permet certaines obser- 


vations quant au déclenchement du potentiel d'action depuis le potentiel de repos: 


a) Le voltage atteint au seuil de déclenchement varie très peu pour un très large 


intervalle de temps de stimulation et reste près de -55 mV. 


b) Plus la stimulation est longue et de faible intensité, plus m reste près de sa 


valeur de saturation (m,(V')) pendant la dépolarisation. 


c) L'évolution du potentiel à la fin d’une stimulation quasi-liminaire dépend de 
la synergie de m et h. Pendant un court moment, le sytème ”’hésite”, soumis 
aux influences contradictoires de la chute de h et de l’ouverture de m. Plus 


on s'approche du cas liminaire, plus ce délai s’allonge. 


d) d ne s’ouvre de façon significative que plus tard pendant l’évolution du po- 
tentiel. Il contribue peu à la fixation du seuil liminaire, à moins de considérer 


de très longs temps de stimulation (t>+ 40 ms). 
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e) Pour des temps de stimulation inférieurs à + 20 ms, le profil d'évolution des 
variables dynamiques ne change pas pendant la repolarisation. Pour des temps 


plus longs, on note un changement pour xl et dans une moindre mesure pour 


£. 


A la lumière de ces considérations, définissons d’abord un problème plus limité: 
existe-t-il des conditions nécessaires, mais probablement non-suffisantes, que les 
conditions initiales doivent satisfaire pour qu’à la suite d’une stimulation le courant 
sodium puisse assurer seul la formation d’un potentiel d'action? Nous restreignons le 
problème d’une part en éliminant la contribution du courant entrant J,; et d’autre 
part en ne cherchant que des critères nécessaires. Si les conditions ne sont pas 
satisfaites, nous dirons que le système est dans un état réfractaire absolu par rapport 


au courant Lu. 


6.2.2 Modèle semi-passif 


En première approximation, on peut assumer que m suit sa valeur de saturation 
(m(V)) et que les autres variables dynamiques restent fixes. A priori, cette ap- 
proximation est pertinente pour les phénomènes se déroulant à une échelle de temps 
supérieure à celle de m (— 0.5 ms) et inférieure à celle de h (< 20 ms). On obtient 


alors un modèle unidimensionnel (SP: semi-passif): 


dV 
dt 


—Ln(V,ma(V ); h, d,f,zl = cte) + K 


= f(") 
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où K correspond à un courant constant qui peut être ajouté au modèle pour en 
déplacer le point d'équilibre. Tel qu'illustré à la figure 6.4 (p. 146) le système 
pourra avoir un, deux ou trois points d'équilibre selon les valeurs de K,h,d.f et xl. 
Lorsqu'il y a trois points d'équilibre, le premier et le troisième, respectivement état 
de repos (V5) et état excité (V...), sont stables. Le point intermédiaire (V,.,1) est 
instable. 

Dès que le potentiel dépasse V1, le système se déplace de façon autonome vers 
Vice. Pour un tel modéle avec un seuil d’excitation fixe, les points de la courbe 


intensité-durée répondent à la relation 


Vseuil dV 
Lin = TR SRE 
im = |, FO) + Lim on 


où Vi < Vieuit est le potentiel du système quand la stimulation commence (voir app. 
D, eq. D.4). 

La figure 6.3 (p. 142) présente les courbes intensité-durée des modèles BRDR 
et SP quand h,d;f et x1 sont fixées (SP) ou mises initialement (BRDR)) à certaines 
valeurs: A) aux valeurs du point d'équilibre du modèle BRDR (V= -86.97 mV); B) à 
celles qui prévalent quand la repolarisation atteint -70 mV après le potentiel d’action 
provoqué par une stimulation de 30 4 A/cm? pour 2 ms (illustré à la figure 6.1, 
p. 139); C) à celles qui correspondent à une repolarisation de -60 mV, pour le même 
potentiel d'action qu’en B. Pour le modèle BRDR, on considère qu’une stimulation 
est supraliminaire si, après la fin de la stimulation, le potentiel atteint au moins 0 


mV (cas A) ou si (cas B et C) le courant entrant s'active (—1;,, > 0.025uA/cm°?). 
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Figure 6.4: L,A(V,ms(V)) 
avec h,d,f et x1 =Y;,.(V®). Les courbes (1), (2) et (3) correspondent respectivement 
à V°= -85, -65 et -55 mV. Le panneau B est un grossissement du panneau A. 
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Dans le cas A (stimulation depuis le repos, fig. 6.3 A), les courbes intensité- 
durée des deux modèles sont pratiquement confondues sur tout l’intervalle de temps 
de stimulation étudié (.05 < Tin < 40 ms). Pour le cas B (stimulation depuis 
un potentiel de repolarisation de -70 mV), un écart se creuse lentement entre les 
deux modèles à mesure que T4 croît. Le courant liminal du modèle SP devient 
inférieur à celui du modèle BRDR (différence maximale < 20 % pour Titim—40 ms). 
Le phénomène est plus accentué dans le cas C (stimulation depuis un potentiel de 
repolarisation de -60 mV). Il est à noter que l’évolution des variables dynamiques 
pendant la repolarisation est pratiquement indépendante de la stimulation qui l’a 
précédée en autant que le temps de stimulation n’est pas trop long (Ty; <= 40 
ms, fig. 6.2). Les résultats sur les prématurés (panneaux B et C) doivent rester 


valables pour une large classe de potentiels induits depuis le repos. 


6.2.3 Rôle de h 


Comment expliquer le haut niveau de concordance entre les deux modèles ( pour 
Tim < 5 ms, les courbes intensité-durée des deux modèles sont dans les trois cas 
étudiés pratiquement confondues) et l’apparition d’un écart avec l'augmentation du 
temps de stimulation ? Discutons d’abord de l'écart entre les deux modèles qui 
dépend de la fermeture de h dans le modèle BRDR (h est fixe dans le modèle SP), 
ainsi que de son influence sur le seuil d’activation et sur la forme du courant ionique 


jusqu'à ce que ce seuil soit atteint. 


Négligeant l'ouverture de d et le délai d'activation de m, la position du seuil en 
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fonction de h s'écrit 


Il 
© 


Linl Vaeiits iso Vasuit:); h, dx) 


AN 8 2 di Vocuit)M  (Vieuit) k < I(V) + Tl L1(V) 


Dans la plage de potentiel considérée, gna(Ena — Vieuit) 7 1500 1 A/cm° et le 


courant potassium ne dépasse pas 4 u A/cm?. Conséquemment 


0.1 


co Vasuit) Sd h1/3 


(6.2) 


La figure 6.5 À (p. 149) illustre la relation entre la valeur de h et les valeurs 
de Vi et de ms (Vu) qu'exprime l'équation 6.2. Jusqu'à h = 0.01, la valeur de 
Vu est peu sensible aux variations de h (variation de 6 mV pour h allant de 1 à 
0.01). Tant que h reste >0.01, le modèle BRDR se comporte donc à peu près comme 
un modèle à seuil de potentiel fixe. C'est ce que confirme l’examen des stimulations 
liminaires de la figure 6.2. 

La figure 6.5 B illustre d’une autre manière la relation entre h et le seuil 
d'activation. d.fet x1 sont fixées à la valeur qu’elles occupent au potentiel d'équilibre 
du modèle BRDR (-86.97 mV). Pour diverses valeurs de h, on obtient la courbe 
Tion(V,m)=0. Pour chaque valeur de h la valeur de V.,.,: est donnée par le point de 


rencontre de 1;,,(V,m) et de m,(V). On voit alors le peu d'influence de h sur Vu. 


Tant que le potentiel reste inférieur + -60 mV, m reste fermée et la variation de 


h ne modifie pas la valeur du courant ionique. Pour les temps de stimulation où d, 
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Figure 6.5: Modèle SP, variation du seuil en fonction de h. 
A) mo Vi) et Vi par l’approximation de l’équation 6.2. B) m,(V) et m t.a. 
Lion(V,m)=0. Le seuil est au point de rencontre des deux courbes. d,f,xl sont à 
leur valeur au point d'équilibre du modèle BRDR. h varie de 0.999 à 0.05, C) même 
que B) mais h,d,f,x1 sont à leur valeur quand la repolarisation après un potentiel 
d’action atteint -70 mV et -60 mV. 
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f et xl varient peu, le modèle BRDR est donc équivalent au modèle SP. À partir 
de ce potentiel, la variation de m est si importante (m,(V)) et si rapide (r,,) que 
même une large variation antérieure de h déplace peu le voltage à atteindre (V,.:) 
pour que le potentiel d’action se produise. Ceci explique la très grande similarité 
des courbes intensité-durée des modèle SP et BRDR. Pour les prématurés, la valeur 
de h est plus basse au début de la stimulation (V=-86.97 mV et h=.99, V=-70 mV 
et h=0.09, V= -60 et h=0.01). h atteindra donc plus rapidement les valeurs où il 
déplace le seuil de façon significative. L'écart deviendra plus manifeste entre les 


deux modeles. 


6.2.4 Période réfractaire absolue: un critère 


En fixant h,d.f et xl, on utilise le modèle SP pour calculer une valeur de V...: et 
une courbe intensité-durée (en donnant aussi Vi, une valeur initiale de voltage). Ces 
résultats s’accordent très bien avec les valeurs correspondantes du modèle BRDR 
parce que les variations de h affectent peu la position du seuil et la forme du courant 
ionique sous ce seuil, à moins que h ne soit initialement petit (— .01) et les temps 
de stimulation longs (> 20 ms). 

Dans le cas de conditions initiales où Vu n'existe pas pour le modèle SP, 
le courant sodium ne peut évidemment assurer l’excitation dans ce modèle, ni a 
fortiori, dans le modèle BRDR. On tient là un premier critère permettant de définir 


une période réfractaire absolue. 


Nous voudrions maintenant construire une courbe qui permette de visualiser 
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l’évolution de l’excitabilité par rapport au courant sodium pendant la repolarisation 
qui suit un potentiel d'action. Ayant provoqué un potentiel d’action depuis la 
position d'équilibre par un stimulus supraliminaire (Lu; — 30 uA/cm?, Tiim=2 
ms), on calcule pour chaque point [V,h,d.f,x1] pendant la repolarisation les valeurs 
de Vyeuit et Vire que donne le modèle SP. Puisque le profil de repolarisation est 
relativement indépendant de la stimulation, on construit les courbes de V4 et 
Ve en fonction de V, le potentiel pendant la repolarisation (fig. 6.6 courbe 1, 
p. 153). Les deux courbes se rejoignent en un point qui correspond au début de la 
période réfractaire absolue par rapport au sodium. Le courant J,, ne peut déplacer 
le potentiel au-delà de V.... Si l’on considère comme sousliminaire les cas où le 
potentiel ne dépasse pas une valeur V,,;,, les valeurs de V ou Vs > Vie seront 
aussi incluses dans la période réfractaire absolue par rapport au sodium. Étant 
donné la bonne correspondance des courbes intensité-durée des modèles BRDR et 
SP, la figure 6.6 donne aussi une bonne indication de la période réfractaire absolue 


du modèle BRDR pendant la repolarisation. 


On peut aussi s'interroger sur l’effet du courant J,; sur l’excitabilité. On étudie 
l'effet de I.; en utilisant pour calculer Vu et Ve un courant ionique donné par 
Lion(V,Mo(V),dæ(V)). On maximise alors son effet puisqu'on assume que d peut 
augmenter sans que h ne décroisse. La courbe 2 de la figure 6.6 présente les résultats. 
On constate que même maximisé, 1,; ne déplace la fin de la période réfractaire 
absolue que de 4 mV. Pour des voltages inférieurs à -53 mV, la nouvelle valeur de 


Vieui est supérieure à celle du modèle SP original (Z(V,ms(V); d=cte), courbe 
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1) parce que d garde un retard sur la valeur de d,(V) pendant la repolarisation. 
La courbe 3 de la figure 6.6 donne les valeurs de Vu et de V.. en utilisant 
Lon(V;,Mmao(V),hw(V )de(V)). La réduction de l'intervalle d’excitabilité est spec- 
taculaire et met directement en relief comment l’excitabilité dépend essentiellement 
de la valeur de h au début de la stimulation et du long délai qui sépare ensuite sa 


fermeture de l’activation de m. 
6.2.5 Rôle de m 


Nous avons montré jusqu'ici qu’en considérant m=m,..(V ) et h,d,f,xl fixes, on pou- 
vait construire un critère (existence de Vu et Ve du modèle SP) qui permet de 
juger si un état particulier est absolument réfractaire. Nous avons ainsi un critère 
suffisant (V.,: n'existe pas ou Vis < Vin — état réfractaire absolu). Ce critère 
est-il nécessaire et clôt-il la question de l’excitabilité? 

Nous avons déjà un premier élément de réponse: tant que h n’est pas trop petit 
(h>+ 0.01) et les temps de stimulation trop grands (< 30 à 40 ms), les courbes 
intensité-durée des modeles BRDR et SP correspondent assez bien et, en mettant 
d= d,(V), on les modifie peu. Dans ces cas , notre critère est donc nécessaire et 
suffisant. 

Pour illustrer cette affirmation, passons à un modèle bidimensionnel qui inclut 


la variation de m, soit: 


dv 


Fi — Lil Ven fai = cte) 


V(mV) 
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Figure 6.6: Excitabilité pendant la repolarisation. 
Position de V...: et V... en fonction du voltage pendant la repolarisation. (1) modèle 
SP, h,d,f et x1 sont fixées à la valeur qu’elles ont atteint à chaque valeur de V, (2) 


SP avec d=d,(V), (3) SP avec h et d=Y,.(V). 
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D me 
dt  r(V) 





(maæ(V) — m) 


Pour analyser ce modèle, on représente dans le plan de phase (m,V) les variétés sta- 
bles Z;A(V,m)=0 et m=m.(V). Les points d'équilibre sont les points d’intersection 
de ces variétés et correspondent à ceux du modèle unidimensionnel (fig. 6.5 B et 
C, p. 149). Le principe de l'analyse est de considérer m=m,.(V) comme la variété 
rapide vers laquelle tend d’abord le système et qu'il suit ensuite jusqu’à son point 


de rencontre avec la variété lente (1;,,(V,m)=0). 


Dans un premier exemple, utilisant la position d'équilibre du modèle BRDR 
comme condition initiale ([V®,Y°]=[-86.97, .00003, .9925, .00243, .99997, .00567!), 
on construit les variétés lente et rapide (fig. 6.5 B), courbe correspondant à h=.99, 
p. 149). Selon les principes énoncés plus haut, partant d’un point quelconque [V,m] 
de l’espace de phase, la trajectoire se dirigerait directement au point [V,m,.(V)] 
pour suivre ensuite la courbe m,(V) jusqu’à l’un des trois points d'équilibre (V,, 
Vieuils Vere). Avec cette approximation, les conditions initiales [V,.,1,m] sont lim- 
inales puisqu'elles seules ramènent le système au point d'équilibre instable [V:, 
Moo(Vseuit)]. La séparatrice entre les conditions initiales sousliminaires et supralim- 
inaires devient simplement la droite V=V..,1. Cette approximation sera d’autant 
plus juste que m évolue rapidement par rapport à V. La figure 6.7 A (p. 156) 
présente un agrandissement de la figure précédente autour de Vu. Sur le même 


graphique, on superpose les trajectoires générées par le modèle BRDR avec des con- 
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ditions initiales [V,Y°] correspondant à un déplacement instantanné du potentiel. 
On cherche ainsi la séparatrice entre les cas sous et supraliminaires. On constate 
que le système se déplace quasi-instantannément vers la variété rapide, justifiant 
l'emploi du modèle SP pour une stimulation depuis le repos. 

La figure 6.7 B reprend la condition supraliminaire de À pour la comparer aux 
conditions sous et supralimaires obtenues comme à la figure 6.7 À, mais avec h=0.2. 
Le panneau C présente la même analyse avec des conditions initiales correspondant à 
l’état du système lorsque la repolarisation atteint -70 mV ([-70,0.00318,0.092,0.142, 
0.689, 0.328]). Dans tous les cas, les résultats obtenus confirment la pertinence du 
modèle SP. L’activation de m est si rapide que le délai d'activation peut être négligé. 
Dans ces cas, l’existence de V.,.,1 garantit donc la possiblité de générer un potentiel 
d'action. 

Les résultats obtenus en utilisant comme condition initiale l’état du système 
quand la repolarisation atteint -60 mV [-60, 0.0418, 0.011, 0.249, 0.657, 0.334] sont 
différents (fig. 6.8, p. 158). Vieux et Ve suggèrent la possibilité d’un potentiel 
d'action, mais h est dans la zone critique (0.011). Sur les trajectoires résultant de 
diverses conditions initiales ([V,Y°]), m atteint rapidement sa valeur de saturation 
(fig 6.8 A)). Cependant, le courant ionique ne reste actif qu’un court moment et 
le potentiel ne s'élève guère. L'évolution du potentiel en fonction du temps ne 
ressemble en rien à un potentiel d’action (fig. 6.8 B). 

Dans ce cas, l'existence de Vu, Vere et d’une phase de courant ionique actif 


ne garantissent pas un potentiel d’action et sont des critères trop optimistes. Cet 
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Figure 6.7: Séparatrices du modèle BRDR. 
Chaque trajectoire est obtenue en déplacant le potentiel de façon intantannée. A) 
Conditions initiales correspondant à l'équilibre. On a ajouté m,(V) et I,,(V,m)=0 
pour indiquer le seuil associé au modèle SP. B) Mêmes conditions initiales que À, 
mais avec h=.2. Pour fin de comparaison, on a répété l’une des courbes de A. C) 
Les valeurs initiales des variables dynamiques sont celles qu’elles occupent quand le 
potentiel atteint -70 mV pendant la repolarisation. 
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échec ne dépend pas du retard de m, mais de la désactivation de h que nous allons 


maintenant étudier. 


6.3 Variation de h 


Pour étudier l'effet du déplacement de h, nous introduisons le modèle bidimension- 


nel: 


— = KE, (Vm(V}. hd, f;rl = c'e) 
dh 1 S 
Æ 2 Ad }— À} 


Comme à la section précédente, on peut représenter dans le plan (h,V) la variété 
rapide (Z,,(V,ma(V),h)=0) et la variété lente (h=h,(V )). L’unique point d'intersection 
des deux variétés est le point d'équilibre (fig. 6.9, p. 159). Dans le cas des 
prématurés (panneaux B et C), la condition initiale (V®,h°) ne correspond pas 
au point d'équilibre et est ajoutée au graphique 

Le courant de stimulation transforme la variété rapide (Ji, + Liiim=0, fig. 6.9 
À,B) et déplace le point de jonction de sa branche inférieure (stable) et médiane 
(instable). Si cette jonction se situe à une valeur h;n < h°, le point se déplace vers 
la branche supérieure et une excitation est possible. A la fin de la stimulation, la 
variété rapide reprend sa forme initiale. Si le stimulus a déplacé le point entre la 
branche médiane et la branche supérieure, un potentiel d'action se produit ( fig. 6.9 
B). Il faut donc que 4 soit suffisant pour déplacer h,,,4 sous ho et que Tim soit 


assez long pour amener le point au-delà de la branche médiane de la variété rapide. 
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Figure 6.8: Modèle BRDR: variétés lente et rapide et trajectoires. 
Pour des conditions initiales correspondant à -60 mV en repolarisation, chaque 
trajectoire est obtenue en déplacant le potentiel de façon instantannée. On a ajouté 
m(V) et Ln(V,m)=0 pour indiquer le seuil associé au modèle SP. B) V(t) obtenu 
après un déplacement instannée du potentiel comme en A. Les courbes marquées 1 
et 2 correspondent à celles du panneau A. 
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Figure 6.9: Variétés lente(h=h,,(V) et rapide. 


d, f et x1 sont fixées aux valeurs qu’elles occupent A) à l’équilibre du modèle 
BRDR, B) quand la repolarisation du modèle BRDR après un potentiel d’action 
atteint -70 mV, C) quand la repolarisation atteint -60 mV. 
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Cette analyse assume que la trajectoire rejoint la branche supérieure dans un 
délai où la variation de h est négligeable. Dans les cas A et B de la figure 6.9, la 
variété stable reste inchangée pour une large variation de h, relativement à h°. Dans 
le cas C (prématuré à -60 mV), la branche supérieure varie rapidement en fonction 
de h. 

Bâtissons une approximation pour quantifier cette influence. Pour aller de V,..x 


(branche médiane) à V... (branche supérieure), on a 


— mn V,MslV'), h) < bi Cie — V) 





dv 
FA Ina (Ena — Y) 
Vexe dV 
> Jo TNE 
“ Voeuit JnaRU(E,a hi V) 
(Era — Va) 
à NE (En nu ezc) ) 


Prenant les valeurs typiques de -55 et 10 mV pour Vu et Vs, on obtient 


finalement 
T> + hate 6.3 
15A0 (88) 
On obtient ainsi une borne inférieure au temps nécessaire pour aller de Vu à 
Vere. Pour évaluer la variation de h pendant ce temps, posons 7, Æ 10 ms. Puisque 


k(V ) = 0 dans l'intervalle de potentiel considéré, on obtient 


1 
k; — h'exp(—- 5) (6.4) 
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La courbe 6.10 (p. 162) présente le rapport h;/h° en fonction de h°. Le rapport 


chute rapidement pour h° < .05 et se maintient près de 1 au-delà. 


Pour des valeurs de h >0.1, la forme de la variété rapide reste inchangée pour une 
large variation de h et h varie peu pendant l'excitation (Vu: — Ve). L'existence 
de Vu garantit donc l’excitabilité. 

Pour des valeurs plus petites de h (h — 0.01), la variété rapide est sensible à 
la variation de h et cette dernière a une variation relative importante pendant la 
montée. Ainsi, pour un prématuré à -60 mV (h°=0.011), la relation 6.4 donne une 
valeur de 0.005. Or, à h=0.005, le maximum de la variété rapide n’est plus qu’à -10 
mV. Concrètement, il n’y n’a plus de potentiel d’action. 

On pourrait encore améliorer le critère en utilisant la courbe 6.10. Mais il ressort 
clairement que, dès que l’on a isolé l’échelle de temps où les phénomènes importants 
se produisent, les techniques présentées aux chapitres 3 et 4 (modeles simplifiés, 
variétés lentes et rapides, points d'équilibre) permettent une analyse significative 


de l’excitabilité. 


6.3.1 Stimulation répétitive 


Nous avons établi que l’excitabilité du modèle BRDR dépend surtout de l’état de 
m et h au moment où le stimulus est appliqué. Pendant la repolarisation, m suit sa 
valeur d'équilibre et h fait de même avec un certain retard. On pourra réduire la 
durée de la période réfractaire absolue qui suit un potentiel d’action en augmentant 


le rythme de la repolarisation. 


h4/h 
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Figure 6.10: h;/h°=exp(- 1) 


163 


Une augmentation de xl et/ou une diminution de f accroissent le courant sortant 
et diminuent le temps de repolarisation. L'application d’un train d’impulsions, en 
choisissant l’amplitude et la durée, provoque ce déplacement de la valeur moyenne 
de f et xl et la réduction subséquente de la période réfractaire (fig. 6.11 p. 164). 

On constate que le modèle BRDR, après une période transitoire, peut soutenir 


de très haut rythme d’entrainement et récupérer très rapidement son excitabilité. 


Dans l’étude de la réentrée et des troubles du rythme, c’est une pratique expérimentale 
courante de ”préparer” les tissus par un train d’impulsions, avant d'appliquer un 
stimulus prématuré. Les résultats précédents suggèrent qu’en plus de rendre man- 
ifeste les inhomogénéités de conduction qui permettront au prématuré d’induire la 
réentrée ou d’autres troubles du rythme, cette technique permet aussi la réduction 


des périodes réfractaires qui favorise les effets recherchés. 


6.4 Conclusion 


Nous avons atteint notre but qui était d'expliquer les principaux résultats obtenus 
par simulation numérique quant à l’excitabilité du modèle BRDR. 

Les mêmes techniques sont utilisables pour étudier d’autres problèmes, par 
exemple les rythmes stables d’entraînement obtenus sous application de stimuli 
répétés. 51 elle ne peut remplacer la simulation numérique, cette d'approche a 
l'avantage de fournir une vision extrêmement claire des effets importants et des 


problèmes qui restent à résoudre. 
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Figure 6.11: Stimulations répétitives. 
Un stimulus 30 A/cm°? est appliqué pour 2 ms avec une période de 130 ms. A) 
V(t), B) d,fet x1 en fonction du temps, C) variétés lentes (1;,,(V,m)=0) et rapides 
(m,(V)) dans le plan (m,V) avec des conditions initiales correspondant à l’équilibre 
et à l’état du système juste avant l’application du stimulus dans le cas du panneau 
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Chapitre 7 


Excitabilité dans les structures 
unidimensionnelles 


Dans les chapitres qui précèdent, la simulation numérique et l’analyse non-linéaire 
nous ont permis d’élucider la nature des points d'équilibre et des solutions périodiques 
stables et instables pour une membrane isolée décrite par le modele BRDR et 
soumise à un courant de stimulation constant. Nous avons vu aussi que le même 
type d’analyse s'applique aux problèmes de seuil et d’excitabilité reliés à un stimu- 
lus transitoire, en autant que l’échelle temporelle où se produisent les phénomènes 
importants puisse être limitée. Ceci étant acquis, il faut maintenant étudier le 
comportement de groupes de cellules en interaction pour obtenir des résultats qui 
puissent être applicables au tissu cardiaque. 

Pour représenter une fibre cardiaque isolée, nous utilisons le modèle du câble con- 
tinu qui fut d’abord introduit pour décrire une fibre nerveuse non-myélinisée [34]. 
Considérons des milieux intracellulaire et extracellulaire continus, résistivement 
isotropes, homogènes et séparés par une membrane capacitive homogène couverte 


d’une densité constante de canaux ioniques. Si notre attention se limite aux phénomènes 
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unidimensionnels le long d’un axe préférentiel, l’évolution spatio-temporelle du 


système peut être décrite par les équations : 





OV(X,T) _ LV , . | 
Ce OT E Ki e OX? Æ EAN 1 A 1 = 1 n) + Lit As T) (EL 
OYX,T) 1 D 4. 
ÔT » (7) Me (V) Y)si=ln 


V (mV), Yi, Yo, TV) (ms), Lion et Lstim (LA/cm?) ont été définis au chapitre 2. 


On a aussi : 


R;. : résistance axiale (kQ)= p,58; + p.S. 


PisPe : résistivité intracellulaire et extracellulaire (k{2 cm) 
S;,S. : rapport de la surface membranaire au volume 
intracellulaire et extracellulaire (cm”!) 
Cm : capacitance membranaire (uF/cm°) 


En introduisant une valeur de référence de la conductivé membranaire par unité 
de surface (Go) et en définissant r = Ch/Go et À = ,/1/Gok;e, respectivement 
constante de temps et constante d’espace du système, on obtient les coordonnées 
adimensionnelles x=X/1 et t=T/r. V et Y; sont alors fonctions de x et t, et (7.1) 


devient 


2 
ET 2 A n(Vi Vi = Len) + luim(ert) 
0 


ot ôr? Go 
É = Dee + PV, Yoi = 1on) + 2 Luim(ast) (7.2) 
0 
OMz,t) __ TT …, Un de 
= eV) his ln 


= f(V,Y) i=1n 


Pour un câble de longueur finie [-L,L], nous ajoutons les conditions frontières de 
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Neumann 


V.(HL,t) =0 (7.3) 


Cette formulation implique plusieurs simplifications. Les volumes intracellulaire 
et extracellulaire sont traités comme des milieux ohmiques et on néglige les com- 
posantes radiale et angulaire du potentiel. La membrane est considérée comme une 
surface fermée continue sans discontinuités myoplasmiques intercellulaires. Ceci 
équivaut à assumer que la résistance de jonction est associée à la résistance du mi- 
lieu intracellulaire et que les deux contributions sont confondues dans la résistivité 
pi. Malgré ces simplifications, pour des fibres homogènes stimulées en un point ou 
sur une longueur limitée, les résultats de simulation restent très près de ceux qui 
sont obtenus avec des modèles plus complets (viz. modèles avec jonctions [6] ou 
avec milieu intra et extracellulaire [68,56,55]). Nous nous en tiendrons donc à cette 
formulation, d'autant plus que c’est la seule qui permette de tirer des conclusions 
analytiques quant à la forme et à la nature de divers types de solution. 

Que savons-nous des solutions du câble représenté par le système 7.2 avec les 
conditions frontières 7.3 ? Dans le cas d’un stimulus indépendant du temps et 
continu par segments, 1.e. lorsque des courants constants sont appliqués sur chaque 
portion du câble, deux types de solutions stables peuvent exister: des solutions 
stationnaires (indépendantes du temps) et des solutions périodiques correspondant 
à la génération et à la propagation de potentiels d'action successifs. 

Parmi les solutions stationnaires, si Z,::, est constant sur le câble. on a d’abord 


les solutions constantes correspondant à l’état où toutes les cellules sont simul- 
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tannément à leur potentiel d'équilibre. Ces solutions sont stables sur le câble si 
elles le sont pour une membrane isolée (voir appendice E). 

Les solutions stationnaires non constantes satisfont le système 7.2 avec 6V/6t=0 
et 6Y;/6t=0. Elles correspondent à des distributions de potentiel décrites par la 


relation: 


dV 


a — Lion(V, Yio(V)) + Lo = 0 (7.4) 
Chaque partie du câble est caractérisée par une valeur de Z5. On montre à l’appendice 
E comment construire ces solutions dans le cas d’une stimulation constante sur tout 
le câble (Lstim(x)=10), d’une stimulation ponctuelle (1, (x)= 10 6(x—zx0) ) ou d’une 
stimulation présente sur une seule portion du câble (1,:;,(x)=0, x< æ1 et x> x. 
Ltim(X)=10, T1 <X< z2 ). Le principe de construction se généralise à toute stimu- 
lation constante par segments. On n’a cependant aucun résultat sur la stabilité de 
cet ensemble de solutions. Plus fondamentalement, on n’a pas non plus une version 
du théorème de comparaison qui soit applicable en général aux systèmes de type 
H-H (pour l’énoncé du théorème de comparaison dans le cas unidimensionnel et le 
lien avec les solutions stationnaires, voir appendice F). On n’est donc pas assuré 
que les solutions stationnaires servent de séparatrices dans l’espace des solutions (le 
concept de séparatrice dans des espaces de fonctions est présenté à l’appendice F). 
Quant aux solutions périodiques non-homogènes dans l’espace, on ne sait rien de 
général sur les conditions de leur existence ou de leur stabilité (pour analyse d’un 
modèle de type Fitzhugh-Nagumo, voir [70,18,72,71,62], sur le modèle H-H [8,9] ). 


Que pouvons-nous faire, sachant que nous sommes particulièrement intéressés 
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aux solutions périodiques qui correspondent à l’apparition d’un foyer d’automaticité 
sur une région du câble? On peut reconstruire les solutions stationnaires par la 
méthode décrite à l’appendice G et les utiliser comme conditions initiales pour la 
simulation numérique du système 7.2. On vérifie ainsi leur stabilité et on trouve les 
états stables du système. Il serait cependant capital, pour rendre ces résultats utiles 
et sigmficatifs, de disposer d’une version du théorème de comparaison qui permette 
de borner par les solutions stationnaires l’ensemble des conditions initiales menant 
à chaque attracteur. Pour déduire certains résultats, on pourrait peut être mettre à 
profit la structure particulière du système 7.2 où le terme de diffusion n’apparaït que 
dans l’équation du potentiel et où les fonctions Y:,(V) sont monotones croissantes 
ou décroissantes. 

D'autre part, le système 7.2 étant du premier ordre dans le temps, il ne peut 
générer de solutions périodiques que s’il est au moins bidimensionnel, ï.e si on inclut 
au moins une variable dynamique en plus du potentiel. On ne peut donc directement 
mettre à profit les résultats obtenus pour les câbles avec -1;,,=f{V) (appendice G). 
Jugeant que les prérequis analytiques sont encore trop limités, nous n’allons pas 
traiter plus à fond le cas d’un câble soumis à une stimulation indépendante du 
temps. 

Passons maintenant aux câbles soumis à des stimulations transitoires. Le problème 
est alors de savoir si un stimulus particulier est suffisant pour assurer la formation 
et la propagation d’un potentiel d’action ou si, après son interruption, le système 


reviendra de façon électrotonique à son potentiel de repos. Il faut étendre à un câble 
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la discussion de l’excitabilité présentée au chapitre 6 pour une membrane isolée. 

Après la fin du stimulus, l’évolution du système satisfait les équations 7.2 et 7.3 
avec Lstim=0. Les distributions spatiales du potentiel et des variables dynamiques in- 
duites par la stimulation constituent les conditions initiales. Dans le cas d’un modèle 
de cellules excitables mais non-automatiques, comme celles du myocarde normal, le 
système n'aura en général qu’une solution stationnaire stable po(x)=[V,Y;(Vo)|], 
correspondant au potentiel d'équilibre membranaire. 

Dans le cas d’un câble de longueur infinie, il existera aussi des solutions se 
propageant à une vitesse 8 le long du câble. Notons-les 643=[V(x-0t), Y; (x-8t)] 
(pour une discussion des équations satisfaites par ces solutions et de leur stabilité, 
voir app. C). Le problème de l'existence, du nombre et de la stabilité des solutions 
propagées pour des modèles de type H-H ou des modèles simplifiés a été très discuté 
(pour une revue , voir [7,21,22]). Jusqu'ici, en imposant V(+co, t)=0 et en se 
limitant à des formes de potentiel d'action propagé à un seul front d’activation (et 
non un train d'ondes), on a toujours trouvé une seule solution propagée avec une 
valeur unique de 6. 

Supposons pour simplifier que le système n’a que deux états asymptotiquement 
stables 60 et 9. La condition initiale laissée par la stimulation sera sousliminaire 
ou supraliminaire selon que la dynamique résultante converge vers 0 et . On 
peut alors construire les solutions stationnaires du câble stimulé ou non-stimulé et 
vérifier si elles sont supra ou sousliminaire. Encore une fois, comme dans le cas de 


stimulations constantes, l’absence d'un théorème de comparaison limite la portée 
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de l'exercice. 

Pour les câbles de longueur finie, il n'existe plus de solution propagée. Dans 
le cas où #0 est la seule solution stable, il n’y a plus d’équivalent à une solution 
propagée qui puisse servir de limite asymptotique et permettre une définition non- 
arbitraire d’une activité propagée et donc des stimulations supraliminaires. 

Comme pour le cas membranaire discuté au chapitre 6, on introduit plutôt une 
série de critères empiriques qui définissent l’état excité, par exemple que tout point 


du câble atteigne ou dépasse un voltage fixé V, à un temps T(x): 


Vz Ee [-L,L],2T{(x)t.q. V(z,T(xr)) > V, 


L'état excité n'est plus unique, mais constitue un ensemble $S de fonctions. Une 
condition initiale de (7.2, 7.3) sera supraliminaire ou sousliminaire selon que la 
trajectoire qu’elle induit dans l’espace des fonctions intersecte ou non S$. Le problème 
est donc beaucoup plus complexe que pour le câble infini. Il semble donc que l’on se 
retrouve, pour les stimulations transitoires sur des câbles finis, dans une situation 
pire que pour des stimulations indépendantes du temps. Quelques considérations 
s'imposent. 

D'abord, dans le cas où le système, après stimulation, n’a qu’une solution con- 
stante stable $o et n’admet pas de solutions périodiques (activité répétitive au- 
tonome), on lève une première contrainte qui rendait inutile l’analyse du système 
unidimensionnel avec -/,,,={(V). En effet, il faut inclure au moins une variable dy- 


namique pour qu'une activité répétive puisse se produire et 1;,, ne pourrait donc 
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pas être fonction de V seulement. 

D'autre part, on a montré au chapitre 6 que l’excitabilité d’une membrane isolée 
peut être traitée par un modèle simplifié du courant ionique (Lin= Lion(V, mo(V), 
h,d,f,xl=constants) ) en autant que les temps de stimulation ne sont m1 trop courts 
(t>- 0.1 ms), ni trop longs (t<< 40 ms). Avec cette approximation, la mem- 
brane isolée a deux solutions stationnaires constantes correspondant respectivement 
à l’état de repos et à un état excité. 

Dans la première partie du présent chapitre nous étudions les caractéristiques 
d’excitabilité d’un câble BRDR stimulé ponctuellement depuis l’état de repos. Des 
stimulations liminaires sont reconstruites numériquement et leurs propriétés sont 
résumées par des indicateurs globaux: courbe intensité-durée, longueur liminale, 
voltage de seuil et intégrale du courant ionique à la fin de la stimulation. 

On révise ensuite quelques approches qui ont été suggérées pour expliquer l’excitabilité 
en s’arrétant plus particulièrement à une proposition de Jack et al. [44] sur la distri- 
bution du courant ionique à la fin de la stimulation. Ceci nous amène à considérer 
le modèle unidimensionnel des courants ioniques introduit au chapitre 6 pour dis- 
cuter de l’excitabilité d’une membrane isolée. Introduit sur un câble (CSP: câble 
semi-passif), ce modèle reproduit raisonnablement les caractéristiques générales des 
stimulations liminaires du câble BRDR. 

L'emploi de ce modéle simplifié permet certaines considérations analytiques sur 
l’excitabilité en utilisant le théorème de comparaison et les propriétés des différentes 


solutions stationnaires que l’on peut construire. Le problème peut être traité dans 
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le contexte général des bifurcations dans un espace de fonctions. On discute des 
concepts de courant de rhéobase et de longueur liminale et de leurs relations à la 
longeur du câble utilisé. 

Nous montrons aussi qu'il est possible de construire des conditions initiales 
supralimaires et sousliminaires où l'intégrale du courant ionique est positive ou 
négative et que, par conséquent, une intégrale du courant nulle ne fournit pas un 
critère absolu permettant de séparer les états sous et supraliminaires. Nous mon- 
trons aussi, sous certaines restrictions, qu'une intégrale de courant négative est 
nécessaire à l’activation. La transposition de ces résultats au câble BRDR est dis- 
cutée. 

Nous examinons enfin plus en détail les évènements qui suivent la fin de la 
stimulation et le début de l'excitation dans les modèle BRDR et CSP. Deux phases 
importantes se succèdent à la fin de l’excitation: une chute brusque du potentiel 
autour du site de stimulation jusqu’à une courbe minimale, puis une dilatation vers 
une forme propagée stable. On arrive alors à une vision globale du phénomène dans 


les deux modèles. 


7.1 Stimulation liminaire 


Comme nous l’avons noté à la section précédente, pour traiter de façon générale 
le problème de l’excitabilité sur un câble fini [-L,L] répondant aux relations 7.2 et 
7.3, il faut d’abord introduire un critère qui définisse l’état excité. Il faut établir 


aussi les relations qui gouvernent la dynamique. Dans tout ce qui suit, on pose que 
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Lstim(x;t)=0 dès que la stimulation transitoire est interrompue. On peut utiliser 
comme condition initiale de (7.2, 7.3) toute fonction Y{(r) = [V(x),Y:(x)] définie 
sur [-L,L] avec V,(+L) = 0 et V(x) continue jusqu'à la dérivée seconde (pour as- 
surer l'existence de V,,.(r) ). Appelons S l’ensemble de toutes ces fonctions. La 
dynamique résultante correspond à une trajectoire dans So. Dans le cas où le 
système n’a qu’un état stable, toutes ces trajectoires convergent vers un même 
point de So. Toutes les fonctions #(r) générant des trajectoires qui répondent au 
critère d’excitabilité seront classées comme supraliminaires. Quelle est la structure 
de cet ensemble de fonctions dans So? Si elles forment un ou plusieurs ensembles 
compacts, on pourra définir leurs frontières. Les fonctions correspondant à cette 
frontière seront des conditions initiales liminaires. 

Il faut enfin préciser de quel ensemble sont tirées les conditions initiales. Si l’on 
utilise l’état du câble à la fin d’une stimulation discontinue (ponctuelle ou constante 
sur un intervalle), on a des fonctions discontinues (pour la dérivée spatiale première 
ou seconde) qui n’appartiennent pas à So. Il faut donc les ajouter à l’ensemble 
de départ. La détermination générale des courbes liminaires est sans contredit un 
problème très intéressant, mais sa solution est inaccessible dans l’état actuel des 


mathématiques. 

Nous allons plutôt étudier l’excitablité du modele BRDR dans un contexte sim- 
ilaire à celui des résultats expérimentaux. Les données expérimentales disponibles 
concernent surtout des préparations isolées de fibres de Purkinje et de cellules ven- 


triculaires stimulées par injection de courants [27,66]. Pour représenter cette situa- 
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tion, nous utilisons pendant la stimulation le système 7.2 avec l4;,(x)=10 pour x € 


[—- 20, to] et 0 hors de cet intervalle. À la fin de la stimulation, Z,4;, est nul partout. 


La figure 7.1 A (p. 176) présente le profil spatial de différentes variables (V, es 
Lion, Variables dynamiques) avant et après la fin d’une stimulation supraliminaire 
appliquée au centre (x=—0) d’un câble initialement au repos. On remarque d’abord 
que la solution Ÿ(x,t) de (7.1) pour t> 0 est symétrique par rapport à x=0 et 
que Ÿ(0,t) est un extremum (fig. 7.1 A). Jusqu'au déclenchement de la propaga- 
tion, le courant ionique permet de distinguer deux régions: la zone active centrée 
sur l’origine, où les courants entrants dépolarisants dominent et la zone passive, 
couvrant le reste du câble, où les courants sortants dominent. 

Un point de la zone active se dépolarise si le courant entrant excède le courant 
de diffusion (axial) et permet une accumulation locale de charges (comparer figure 
7.1 B avec C et D). Un point passe de la zone passive à la zone active si le courant 
de diffusion depuis la zone active excède le courant repolarisant local, permettant 
une accumulation locale de charges et la dépolarisation initiale . Si cette dernière 
est suffisamment forte et rapide, elle active localement la membrane qui fournit à 
son tour une bouffée de courant entrant (figure 7.1 E et F). La répétition de proche 
en proche de ce scénario assure la propagation. 

Il faut donc que le profil spatial du voltage permette une accumulation locale 
du courant de diffusion à la bordure de la zone active et que celle-ci se fasse assez 
rapidement pour que l’évolution des variables dynamiques d’inactivation ne réduise 


trop l’excitabilité locale. D'autre part, l’activation et le profil de voltage doivent 
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Figure 7.1: Câble BRDR. 
Longueur de 29.9 À, stimulation supralimiraire de 420 y A/cm°? pendant 2 ms sur 
0.06 À au centre du câble. État du câble à 1.5 et 2.5 ms. A) Potentiel, B) V.,, C) 
Lion/Go à 1.5 ms et D) 2.5 ms, E) m, F) b, d. Les variables f et xl restent à leur 
état de repos et n’ont pas été représentées. 


he à 


ensuite permettre la dépolarisation locale. Tout dépend donc d’une interaction entre 
la dynamique de la diffusion et celles des variables d’activation et d’inactivation du 


courant ionique . 


Pour toutes nos études sur le modèle BRDR nous utilisons une capacité mem- 


branaire de 1 F/cm° 


. La constante de temps caractéristique de la diffusion est 
T = Cn/Go= 5.6 ms, où Go=—0.178 m S/cm° est la conductance membranaire au 
repos. Pendant la variation de potentiel induite par la diffusion, seules les vari- 
ables m (surtout), h et d peuvent réagir et intervenir dans le processus d’activation. 
Dans le cas membranaire, nous avons montré au chapitre 6 que l’activation de m 
était suffisante pour assurer la dépolarisation pourvu que h > 0.10. Dans le cas 
du câble, une partie du courant entrant fourni par l’activation de m diffuse vers 
les cellules voisines restées à un potentiel inférieur, limitant ainsi la capacité de m 
à dépolariser la membrane et à assurer sa propre ouverture. La valeur minimale 
de h pour que m puisse assurer la dépolarisation pourrait être supérieure à celle 
du cas membranaire. La variable d, plus lente et ne s’activant qu’à des voltages 
supérieurs ne pourra jouer qu’un rôle d'appoint dans les cas où il y aurait un long 
délai d’activation. 

Dans nos simulations, la constante d'espace de diffusion (À) vaut 836.7 jm. Le 
profil spatial variera donc de facon abrupte autour du site de stimulation. Dès que 
l'excitation est déclenchée, il y a formation d’un front d’activation qui se propage 


à haute vitesse (— 70 cm/s) et dont la forme est stabilisée entre 1 et 2 À à partir 


du site de stimulation (fig. 7.2, p. 179). La forme abrupte du front indique que la 
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dépolarisation dépend alors de m. La forme complète du potentiel d'action couvre 
— 25 À. Sur des câbles plus courts, le passage du front laisse un état uniformément 
dépolarisé et le câble se comporte ensuite comme une membrane isolée. En fait, 
même sur des câbles assez longs, le profil des variables dynamiques en fonction du 
potentiel est très proche du cas membranaire. Pendant la repolarisation, les tracés 
sont confondus (fig. 7.2 B à E). Au début de la dépolarisation, m est légèrement 


ralentie par la diffusion. 


Si l'on veut comprendre les mécanismes contrôlant le début de l'activation, il 
faut considérer la diffusion et la progression de m.,h, et d. Sile temps d’activation est 
court, seul m est important. À partir d’un certain délai, la chute de h sera devenue 
assez grande pour influencer le processus. d ne devrait jouer qu'un rôle marginal, 
sauf dans les cas à très long délai. Pour aller plus loin, nous devons maintenant 
construire des stimulations liminaires correspondant à la situation que nous avons 
choisie de traiter: un câble dont le centre soumis à une stimulation constante. 

Pour ce faire, nous reprenons la méthode et les résultats obtenus par Boucher 
pour les conditions de simulation apparaissant ci-dessous [5]. 


À 836.7 um 
T 9.6 ms 
nbre d’élements 901 

long. d’un élément .0236 À 
élément stimulé no. 251 


La méthode numérique de reconstruction utilise un grillage spatial fixe. Il est 
donc impossible de stimuler moins d’un élément. Cependant la fraction du câble 


stimulée (0.002) et la portion de la constante d’espace qu’elle représente (0.02) sont 
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Figure 7.2: Propagation sur un câble de 25 cm stimulé à un bout. 
À) Profil spatial du potentiel 150, 200, 250 et 300 ms après la stimulation , B) à E) 
comparaison entre les variables dynamiques (m,h,d,f,x1) en fonction du potentiel 
sur le câble 300 ms après la stimulation(-) et sur une membrane isolée (...). 
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si petites qu’on approche du cas d’une stimulation ponctuelle. 

Un stimulus est classé supraliminaire si, dans les 25 ms qui suivent la fin de 
la stimulation, un point à 0.25 À du site d’injection du courant dépasse 0 mV. 
Ce critère est jugé suffisant parce que la propagation de l'excitation se fait par la 
formation d’un front de dépolarisation et qu’aucun cas n’échappant à cette règle 
n’a été observé. 

Pour chaque temps de stimulation choisi, on détermine par approximations suc- 
cessives la plus basse valeur de courant (courant liminaire) qui provoque l’excitation. 
Ces stimulations supraliminaires s’approchent des cas liminaires et nous les désignons 
comme telles dans le reste du texte. La distribution spatiale du potentiel et des 
variables dynamiques à la fin de chacune de ces stimulations liminaires donne une 
condition initiale du câble non-stimulé qui mène à l’état excité (fig. 7.3, p. 181). 
Avec un théorème de comparaison, nous serions certain que toute condition initiale 
inférieure à l’une de ces courbes serait sousliminaire. 

Il est d’usage de construire une série d’indicateurs qui synthétisent certaines pro- 
priétés des stimulation liminaires. On construit ainsi la courbe intensité-durée (fig. 
7.4 À, p. 183). De la distribution spatiale du potentiel et des variables dynamiques 
à la fin de chaque stimulation on tire la longueur liminale (point où 1;,,=0), le 
potentiel de seuil (potentiel au point où 1, =0) et l’intégrale spatiale du courant 
ionique (fig. 7.4 B à D). Aucun de ces indicateurs ne reste constant. Ces résultats 
sont similaires à ceux obtenus avec d’autres modèles de courants ioniques [66]. On 


a cherché à expliquer la forme de ces courbes et à trouver ce qui caractériserait 
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Figure 7.3: Stimulations liminaires du modèle BRDR. 
A) Distribution spatiale de potentiel des stimulations liminaires pour des temps 
de stimulations de 0.05 à 25 ms. B) Profil du potentiel à la fin d’une stimulation 


liminaire de 10 ms, puis 0.4, 3.9, 5.3 et 6.7 ms plus tard. Dans ce cas, un des bout 
du câble correspond à x=0. 
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globalement l’ensemble de ces stimulations liminaires. Nous présentons maintenant 


certaines de ces approches en tentant d’en tirer des conséquences. 


7.2 Approche analytique à l’excitabilité 


En 1937, Rushton [79] (voir app. D) présenta un modèle de câble pour une fibre 
non-myelinisée. Il assuma que tout point du câble atteignant un seuil fixe de po- 
tentiel subissait une excitation irréversible. Sous ce seuil, le câble se comportait 
de façon passive. Dans ces conditions, il montra qu'il est nécessaire et suffisant 
qu’une longueur minimum de câble soit activée pour que l'excitation se propage, 
et ce indépendamment du mode de stimulation employé. Il obtint une expression 


analytique de cette condition d’activation qu’il baptisa ”longueur liminale”. 


Bien que déduit d’un modèle tres différent de celui qui sera généralement adopté 
par la suite, le concept de longueur liminale est resté populaire. Reprenant le con- 
cept de façon qualitative, Jack et al. [44] ont suggéré qu’une stimulation ponctuelle 
depuis l’état de repos est suffisante pour assurer la propagation de l'excitation si 
l’ensemble du courant entrant dans la zone activée autour du point de stimulation 
dépasse le courant sortant repolarisant de la zone non-activée. Ainsi une stimula- 
tion deviendrait liminaire quand l'intégrale spatiale du courant ionique atteint zéro. 
Ces auteurs ont tenté de présenter une base analytique à cette condition en étudiant 
les solutions stationnaires d’un câble où le courant ionique n’est fonction que du 


potentiel. Nous allons explorer plus à fond cette suggestion. 
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Figure 7.4: Pour le modèle BRDR(-) et le câble semi-passif(.….), 
A) courbe intensité-durée à la fin de chaque stimulation liminaire, B) intégrale 


spatiale de -I;,,, C) voltage de seuil, D) longueur liminale. 
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7.2.1 Restrictions sur 1;,(V) et conséquences 


Pour être utile à la discussion de l’excitabilité dans le contexte qui nous intéresse 
(stimulation centrée depuis le repos), la fonction f(V}=-J;,(V) qui représente le 
courant ionique doit respecter certaines conditions. Tout d’abord il doit exis- 
ter un état d'équilibre stable, i.e. un potentiel V, tel que f(V.)=0 (équilibre) et 
fv(V;) < 0 (stabilité). Pour que l'intégrale spatiale du courant change de signe à 
la suite d’une stimulation supraliminaire, il doit exister un potentiel V4 > V, où 
le courant change de signe (f(V.u:1)=0, fv (Voeuit) > 0). Enfin, le courant entrant 
doit nécessairement s’inverser encore, ne fusse qu’à cause du potentiel d’inversion. 
Il faut donc Vi > Vieuu > V, avec {(Vu)=0 et fy (Vic) <0. 

Avec ces conditions, V., Vieui et Vu sont des solutions stationnaires constantes 


de 


V.(£L) 


] 
© 


V,. et Vox, respectivement état de repos et état excité, sont stables et V,.,4 est 
instable. De plus dans un système unidimensionnel comme 7.5, le théorème de 
comparaison s'applique et ces solutions peuvent être utilisées comme séparatrices 
(cf. app. F). 

Le modèle simplifié Z;,,(V,ms(V),h,d,f,xl=cte) que nous avons introduit au 
chapitre 6 pour discuter de l’excitabilité membranaire peut satisfaire les conditions 


précédentes (pour certaines valeurs de h). Fixant d.f et xl à leur valeur à l’état 
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de repos (V=-86.98 mV), on calcule la valeur de V,, Vu et Via en fonction de h 
(fig. 7.5 À, p. 186). Nous avons constaté au chapitre 6 que ce modèle reproduit les 
propriétés d’excitabilité de la membrane BRDR pour un large intervalle de temps 
de stimulation. Cette concordance découle de la grande amplitude du courant 1, 
qui préserve, pour une large variation de h, la position relative des trois points 


d'équilibre V,, Vous et Vact. 


Pour le câble nous montrerons plus loin que f{V) doit répondre à une condition 


supplémentaire pour pouvoir rendre compte de l’excitabilité, soit 


HV )dV > 0 (7.6) 


V 


On peut examiner quelles contraintes cette nouvelle condition impose à la vari- 
ation de h. En plus des valeurs de V,, Vu et Vi associées à chaque h, on calcule 
le potentiel où l'intégrale de f(V) s’annule (en intégrant depuis V,) (fig. 7.5 A) et 
la valeur de l'intégrale entre V, et V,4 (fig. 7.5 B). On constate que le courant 1, 
est si important par rapport au courant sortant qui domine entre entre V. et Vo: 
que le potentiel où l'intégrale s’annule varie peu pour un large intervalle de h et 
reste très près de Vu. Cela suggère que l’excitabilité du câble, comme celle de 
la membrane, sera peu sensible à la variation de h pour une large plage de temps 
d'activation. 

Pour vérifier cette hypothèse nous avons construit, avec la même méthode que 
pour le modèle BRDR, les courbes liminaires d’un câble avec 1;,,(V,m,(V)) et h, 


d, f et xl fixées à l’état qu'elles occupent à l'équilibre du modèle BRDR. Nous 
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Figure 7.5: f(V)=-7,,(V,m(V),h) 
avec d,f et x1 fixées à la valeur qu’elles occupent au potentiel d'équilibre du modèle 
BRDR. A) Potentiels d'équilibre (-) et potentiel où Fa 4 f(V) dV=0 (...) en fonction 
de h. B) fy*< f(V) dV en fonction de h. 
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présenterons plus loin le profil de voltage associé aux stimulations liminaires de 
ce modèle (CSP: câble semi-passif). Examinons d’abord les différentes courbes 


résumant les propriétés des stimulations liminaires (fig. 7.4 À à D, p. 183) 


a) courbe intensité-durée: Les deux modèles (CSP, BRDR)) concordent presque 
exactement. Pour des temps très courts de stimulation (<+0.5 ms), le câble 
CSP demande moins de courant à cause du retard d’activation de m dans le 
modèle BRDR (l'effet est peu apparent sur la figure 7.4 À, à cause de l’échelle 
de temps choisie). Par la suite, les courants liminaires du modèle CSP sont 
à peine inférieurs à ceux du modèle BRDR, et ce malgré l’inactivation de h 


dans ce dernier, ce qui confirme les remarques précédentes. 


b) voltage de seuil: Le modèle CSP a été construit avec V1 constant. Dans le 
modèle BRDR on distingue 2 phases. Pour les temps de stimulation courts, 
le seuil est haut à cause du retard de m et il s’abaisse graduellement. Pour les 
temps de stimulation plus longs, la fermeture de h commence à se faire sentir 


et le seuil recommence à augmenter. 


c) longeur liminale: La valeur de la longueur liminale du modèle BRDR s'éloigne 
de celle du modele CSP avec l’allongement de la stimulation. La décroissance 
de h réduit alors l’intensité du courant entrant et la zone activée doit s’élargir. 
On note que la longueur liminale du modèle CSP n'est pas constante mais 


qu’elle tend vers une limite. 


d) intégrale du courant: L'intégrale du courant est < 0 et non constante pour 
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les deux modèles. La norme de l'intégrale du courant est toujours plus grande 
dans le modèle CSP que dans le modèle BRDR où m s’active après la fin de 
la stimulation et où le courant entrant apparaît donc après un certain délai 
temporel. Ceci est particulièrement évident pour les stimulations de courte 


durée. 


En résumé, pour un large intervalle de temps de stimulation, les deux modèles 
concordent pour la courbe intensité-durée et la longueur liminale. Cette dernière, 
comme l'intégrale du courant, n’est constante pour aucun des modèles. L'écart entre 
les deux modèles pour l’intégrale du courant et le voltage de seuil est attribuable en 
majeure partie au retard d’activation de m dans le modèle BRDR. Le modèle CSP 
s'avère donc réaliste et intéressant pour comprendre l’excitabilité. Il se prête aussi 


à une approche analytique qui nous permet de tirer quelques conséquences. 


7.2.2 Analyse mathématique du modèle CSP 


Dans cette section, nous étudions les solutions stationnaires de 7.5 avec f(V) satis- 


faisant les conditions énoncées à la section précédente. 


Solutions stationnaires avec 1,;;,, =0 


Dans le cas où L,;im—=0 et que f(V) satisfait les restrictions imposées à la section 
précédente (VV: )= Vur)= ÜVoau)= 0, V) < 0, VF < V < Vu, ENV) > 0, 


Voeuit < V < Via, F(Viu) > 0) on montre à l’appendice F que l’on peut construire 
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une cascade de solutions stationnaires non constantes répondant aux relations 


V, = +ÿ2(C -F(V)) (7.7) 
V 
F(V) = L f{v)do 


C est une constante choisie entre 0 et -F,;,(V). Pour toute valeur de C, ces solutions 
correspondent (en joignant les branches + et - de la relation 7.7) à des orbites 
fermées dans le plan (V,V,) qui vont d’une valeur V(C) < Vu à une valeur V.(C) 
> Vuu telles que V,(V)=V,(V2)=0. La figure 7.6 (p. 190) présente pour le modèle 


CSP la forme de f(V), F(V) et des solutions répondant à la relation 7.7. 


Pour chaque valeur de C, la relation 7.7 génère un profil de potentiel compris 
entre V1(C) et V2(C) et s'étendant sur une longueur £(C). Toutes ces solutions ont 


une intégrale spatiale du courant ionique nulle. En effet, par inversion de 7.7 et par 


définition de V1(C) et V3)(C) 


= 4 
He) \/2(C — F(V)) 


F(V, (V2) ss V,(V)) = 0 


[°° HV dr V2(C) +f(V) 


On construit une solution pour un câble de longueur [-L,L] en choisissant C pour 
que £(C) soit adaptée à la longueur du câble. La figure 7.7 (p. 192) présente pour 
le modèle CSP Ia relation entre C et £L(C) pour chaque orbite fermée donnée par 
la relation 7.7. Une orbite fermée correspond à une solution symétrique par rap- 


port à un potentiel maximum à l’origine (pour méthode de reconstruction spatiale. 
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Figure 7.6: Pour le modèle CSP: 
A) et B) {(V) et F(V), C) solutions stationnaires dans le plan (V, V.). 
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voir app. G). Pour le reste de la discussion, à moins d'avis contraire, nous nous 
restreignons à ce type de solution. Nous constatons qu'à chaque longueur de câble 
correspond une seule valeur de C et une seule solution stationnaire associée. Ceci 
est suffisant pour garantir que cette solution est instable et que toute condition 
initiale de 7.5 qui lui est partout inférieure ou supérieure génère une dynamique qui 
converge respectivement vers V. ou Via, les points d'équilibre stables de f(V) [11] 
(voir app. F). Cette solution stationnaire est donc liminaire. Nous en tirons plus 


loin quelques conséquences. 


L'examen de la figure 7.7 montre aussi qu'il existe une longueur critique sous 
laquelle il n’existe pas de solution stationnaire non-constante. Autour de -55 mV, 
le potentiel où m,(V) s'active rapidement, la progression de f{V) et F(V) est très 
rapide. Une variation minime de C provoque une variation rapide de £(C), alors 
que VA(C) et V2(C) bougent à peine. À partir d’une certaine longueur de câble, on 
aura donc l’impression que toutes les solutions stationnaires ont les mêmes voltages 
supérieur et inférieur. Cette impression disparaîtra si l’on utilise une expression du 
courant ayant une faible valeur de h. 

Explorons maintenant quelques conséquences de l’instabilité des solutions sta- 
tionnaires. Si l’on calcule pour chaque solution stationnaire la longueur de la partie 


activée du câble, i.e. la longueur liminale associée, on obtient 


(7.8) 


Puisque la valeur de C est unique pour chaque longueur de câble, la longueur limi- 
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Figure 7.7: Modèle CSP avec Jitin=0. 
A) Valeur de C et Vin et Vnar de la solution stationnaire en fonction de L, la demi- 
longueur du câble. On ne considère que les solutions stationnaires avec un seul 
maximum situé au centre du câble. B) Profil du voltage de la solution stationnaire 
pour un câble de 11.31 À. C) Profil de m.. associé à la solution B. 
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naire associée aux solutions stationnaires n’est pas constante mais dépend explicite- 
ment de la longueur du câble. 

Notons la solution stationnaire d’un câble [-L,L] #.(x,L). Nous allons montrer 
que l’on peut construire des conditions initiales allant vers V. ou V,4 indépendemment 
du signe de l'intégrale spatiale de f{(V). De 6.(x,L), construisons la fonction d*(x) = 
d(x, L)+e (fig. 7.8 À, p. 194). Trouvons sur @,(x, L) les points +rs où le voltage 
atteint le potentiel V, < 8 < Vu où f(V) atteint son minimum. 


On peut alors, pour tout €, contruire une fonction continue +*(x) telle que : 


v(x) = B8,lx € (Irsl +62 


Ps(z, L) < y (x) 


A 


vi(z), [Ir € (0, [xs] 


f(x) peut être utilisée comme condition initiale du système 7.5. Puisque 
f(x) > (x, L) V x, le système tendra asymptotiquement vers V(x)=1. Par 
construction, puisque f({3) < 0 est le minimum de f{V), on peut choisir € et 6 tels 


que 


Î (Ve < / en F(V)dr = 0 (7.9) 


On peut donc construire des conditions initiales où l'intégrale de f(V) est négative 
et qui provoquent une dépolarisation du cable. La condition [ f(V )dx > 0 n’est pas 


en général nécessaire à l'initiation d’une propagation. 


Par le même type de raisonnement, construisons "7 (x) = @.(x, L)—e et trouvons 


194 


| À, 
4 \ f( }= Minimum 








V(mV) 





Xe 


DISTANCE x (À) 


Figure 7.8: Construction de conditions initiales pour le modèle CSP. 
A) Supralimanaire, B) sousliminaire, C) supralimaire croissant de façon monotone 


vers l’état activé. 
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za tel que @.(r4, L) = Vu . Construisons enfin += (zx) tel que (fig. 7.8 B) : 


0, [x] € (tal + 6,2] 


ve (x) 


Paz, L) 2x) 2 dix), [rl € (0, [rall + 6] 


On peut alors choisir (puisque (f(V)=0 ou f(V) > 0) e et 6 tels que 


Î (War > Î nn V)ér = 0 (7.10) 


Dans ce cas = (x) est sousliminaire bien que l'intégrale de f(V) soit positive. Le 
signe de l'intégrale spatiale du courant ne fournit donc pas en géneral un critère qui 
soit nécessaire ou suffisant à l'établissement de la propagation. 

Nous avons montré que l’on pouvait construire des conditions initiales menant 
vers V(x)=0 ou 1, indépendamment du signe de l'intégrale du courant. Nous n’avons 
cependant rien dit du type de protocole de stimulation qui pouvait induire de telles 
distributions de voltage. La démarche, basée sur le théorème de comparaison, exige 
la construction de courbes bornées par une solution stationnaire instable. Que dire 
des conditions initiales Ÿ(r) qui coupent la solution stationnaire @.,(x,L) (fig. 7.8 
C)? 

Choisissons deux points +zr. sur le câble et construisons une condition initiale 
p(x) telle que p(X) < #.(x;L) si [r|| € [Izel|, L] et #(X) > 6.(xL) si [z]| € [0,]1xe||] 


(fig. 7.8 C). Définissons enfin 


L 
CRT 2 [ (ble, L) -plaÿ)ds 


Sep = 2  (4(z)- di(z, L)ydr 
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Nous voulons que la courbe (x), utilisée comme condition initiale, déclenche la 
dépolarisation de façon monotone, 1.e. 


d 


d 
3 Sn > 7.11 
à Sy > 0 (7.11) 


ir 
Sins SO, + cs 


Par définition de 6,(r, L) et puisque V.(+L)=0, cela équivaut à exiger 


LEUR = 2 [ PE + f(V)| dx < 0 


- sexe + 2 





< 0 


Y(re) 











D'où 


(7.12) 





L'ret dr > 


(ze) 
Appliquant le même raisonnement à S,,, et en se rappelant que x=0 est un 
extremum (V,=0), on obtient 


Te OV 
LD 2-7 (7.13) 





Ÿ(ze) 


D'où, joignant les deux relations précédentes 


[se r))dz > 0 


qui est la condition pour que dans ce cas l'activation se fasse de façon monotone. 
L'intérêt de cette démonstration vient du fait que le type d’excitation que nous 


avons appelé monotone correspond exactement à ce qui se passe quand un front 
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d’excitation commence à se déplacer. Dans le modèle CSP, l’état excité (V4) est 
un état stable. Quand une partie du câble l’a atteinte et que le front continu à se 
déplacer, la partie excitée reste à V,4 . A la fin de la propagation, quand le front 
a atteint les extrémités du câble, tout le câble est à VV, et y demeure. Pendant la 
phase transitoire suivant le début de la dépolarisation, le système doit tendre vers 
une distribution de potentiel où l'intégrale spatiale de f(V) > 0. Ceci correspond à 
la suggestion de Jack et al. dont nous sommes partis et à laquelle le développement 


précédent donne une base analytique. 


On a établi que les solutions stationnaires du câble CSP correspondent à des 
stimulations liminaires où l'intégrale spatiale du courant est nulle mais où la longueur 
liminale dépend de la longeur du câble considérée. On a aussi vérifié le caractère 
liminaire de ces solutions en les utilisant comme condition initiale lors de simula- 
tions numériques du câble CSP. Si on les perturbe légèrement (en ajoutant +e), 
elles génèrent des dynamiques qui après un temps de latence vont vers VV, ou V, 
selon le signe de €. Si on les utilise comme conditions initiales à des simulations du 
modèle BRDR (laissant h,d,f et x1 à leur valeur d’équilibre, fixant V(x)=®@.,(x,L) et 
m(x)}=ms(9.(x,L) ) elles sont sousliminaires, à cause du délai dans l’activation de m 
et de la fermeture de h. Elles servent de bornes inférieures à une classe de conditions 
initiales supraliminaires du modèle BRDR. Les solutions stationnaires permettent 
aussi de construire des conditions initiales sous ou supraliminaires au modèle CSP 
avec une intégrale de courant d’un signe arbitraire. Quant aux conditions initiales 


qui coupent en deux points ces solutions stationnaires, il faut que l'intégrale cor- 
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respondante de f(V) soit > 0 pour qu’elles conduisent de façon monotone à l’état 


activé. 


Solutions stationnaires avec l,;, ponctuel 


Nous allons examiner les solutions stationnaires du système 7.5 soumis à un stimulus 
ponctuel Z6(x). Elles répondent à la même relation que les solutions du câble 
non-stimulé (eq. 7.7). La discontinuité induite par la stimulation et l'exigence de 
symétrie par rapport à l’origine imposent en plus que V,(0-}= -V,(0+)= 10/2 (voir 
app. F). Les solutions sont dans le plan (V,V,) des segments de courbes qui partent 
de l’axe V (pour satisfaire V,(+L)=0 ) et s'arrêtent au point V où 4/2(C — F(V)) 
— 15/2. Il faut ensuite ne retenir que les valeurs de C pour lesquelles l'étendue 
spatiale des solutions s'adapte à la longueur du câble. 

Dans le cas où pes f(V) dV > 0, on pourra utiliser des portions des solutions sta- 
tionnaires d’un câble non-stimulé tant que le courant de stimulation reste inférieur 
à une certaine valeur maximale. Au-delà de ce courant de stimulation, seules ex- 
istent des solutions stationnaires avec V > V,4 (si on exige que V(0) soit l’unique 
maximum). On construit trois type de solutions: S7, solutions contruites avec une 
portion de solution stationnaire du câble non stimulé avec V(x) < Vu; Srr, solu- 
tions identiques à S7, mais avec un voltage maximum tel que V4 > Vuuz > Vieuil et 
Sup telle que V(x) > Vu, voir app. F) Les propriétés de stabilité de ces solutions ne 
sont pas démontrées. On expose à l’appendice F des arguments qui suggèrent que 


les solutions de type S7 et S.., sont stables et que celles de type Sr sont instables, 
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tout en indiquant des pistes pour prouver le résultat. On a vérifié par simulation 
numérique du modèle CSP la stabilité de chaque type de solution et les résultats ap- 
puient notre hypothèse. La figure 7.9 A (p. 200) résume les propriétés des solutions 
de type Sr et Sy pour le modèle CSP. On y trouve pour chaque valeur de 16/2, Vin 
et Var des solutions de type S7 et S: et la valeur de C correspondant à chaque 
Vnaz. On constate aussi que ces solutions n’existent plus au-delà d’une certaine 


valeur de Z5/2 (notons que tous les résultats sont en cordonnées adimensionnelles). 


Le courant maximum au-delà duquel les solutions de type S7 et Syr disparaissent 
correspond à la définition du courant de rhéobase. C’est la plus haute valeur du 
courant de stimulation pour lequel un câble stimulé depuis le repos tendra asymp- 
totiquement vers une distribution de potentiel avec V(x) < Vu. Au delà, si le 
stimulus est maintenu, le système tendra nécessairement vers un état excité (V(x) 
> V,a). La figure 7.9 B compare la solution stationnaire correspondant au courant 
de rhéobase déduit de la figure 7.9 À à une stimulation liminaire de 500 ms recon- 
struite numériquement (modèle CSP). On constate que les deux profils de potentiel 
sont très proches. 

Par construction, la valeur du courant de rhéobase dépend de la longueur du 
câble utilisé. Pour le modèle CSP, il sera à peu près stabilisé dès que la longueur 
du câble atteindra 6 à 8 À (examiner fig. 7.7 À p. 192 qui donne la progression de 
C, Vin et Vmar en fonction de la longueur du câble pour les solutions stationnaires 
aVeC Ltim=0 ). Le potentiel maximal de la solution stationnaire associée au courant 


de rhéobase (soit ®,n-#(x,L)) sera très près de Vi (voir fig. 7.9). Ce maximum 








À) 0 
| Vonax (Su) 
PV (S) + ñ \ 
Le” \ 
« "dE \ +100 LM 
— | Je | es 
Dé | +— 
> Ven (5 || © 
E + À mal 
dé | Von (S1) | £ 
| dl F | La00 VU 
| | 
Â | 
La s C4 Le! © D] “ 5 Faute 
B) V(mV) 
hi | Tym = 500 ms 
> ' d \ 
E » /  Liminaire \ 
» / À 





3.3 19 1,0 6.6 1,9 1 3.0 


DISTANCE (À) 


Figure 7.9: Câble CSP soumis à une stimulation ponctuelle JZ, en son centre. 
A) Pour un câble de 11.31 À, pour chaque valeur de Z5/2 (ordonnée de gauche) on 
indique Vin et Vnez des solutions stationnaires de type S7 et Sy. Pour chaque 
valeur de V,,-, on donne aussi la valeur correspondante de C (abscisse de droite). 
B) Reconstruction de la solution stationnaire correspondant au courant de rhéobase 
(.….) et comparaison avec une stimulation liminaire obtenue numériquement pour 
un temps de stimulation de 500 ms. 
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est < Vu et l'intégrale spatiale de f{V) est toujours plus petite que zéro. 


Quelle utilité peut avoir la solution stationnaire @,1.4(x,L)? Si l’on accepte que 
les solutions de type S7 et Sy existant pour des courants inférieurs au courant de 
rhéobase sont respectivement stables et instables, les solutions 6,1.4%(x,L) corre- 
spondent aux cas où elles se rejoignent et devraient être de stabilité neutre. Cela 
signifie qu’une condition initiale inférieure à @,H-(X,L) converge vers cette fonc- 
tion si le courant de rhéobase est maintenu. Une condition initiale supérieure à 


Prheb(x,L) converge vers la solution de type 5... 


Si l’on impose @,r.4(x,L) comme condition initiale à un câble non stimulé, il 
reviendra à V,, l’état de repos, puisque le potentiel est partout inférieur ou égal 
à Vyeui. Toutes les stimulations supraliminaires doivent donc être supérieures à 
Orheob(X,L) ou le traverser pour aller vers des voltages plus élevés. La figure 7.10 
(p. 202) montre que c’est le cas pour le câble CSP (avec les stimulations liminaires 
construites numériquement). Pour les très longues stimulations, le profil de potentiel 
tend vers celui de @;ne(xX,L) (fig. 7.9 B). Pour les temps plus courts, il coupe 
Prheob(X,L). Dans ce cas le théorème de comparaison ne peut servir à comparer 


les évolutions temporelles à la fin de la stimulation car il ne s'applique que si les 


conditions initiales sont partout supérieures ou inférieures à la courbe de référence. 


Bien que formellement 204) ne soit pas définie pendant la stimulation, on peut 


interpréter qualitativement la fin de la stimulation comme une chute brusque de la 


dérivée seconde au point de stimulation: 
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Figure 7.10: Stimulations liminaires d’un câble CSP 
de 11.31 À de longueur. A) Stimulations liminaires pour des temps de 0.05 à 160 
ms. (0.05, 0.2, 2, 10, 40, 160 ms). On a ajouté la solution stationnaire pour un câble 
non-stimulé et celle correspondant au courant rhéobasique. B) Courbes précédentes 
dans le plan (V,V,). On a ajouté la courbe pour une stimulation de 500 ms. C) De 
la figure précédente, on garde la stimulation de 500 ms et les courbes stationnaires. 
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A la fin de la stimulation , la dérivée seconde s’adapte instantannément à une 
valeur négative qui est compatible avec le profil de potentiel et qui satisfait, puisque 


le système est maintenant continu, 


La dérivée temporelle sera d’autant plus négative que la stimulation a été brève, 
que la distribution de potentiel varie de façon abrupte et que la seconde dérivée spa- 
tiale est négative. V(0) diminuera brusquement jusqu’à ce que -{(V(0))}= V,,(0.t) 
et que V,(0, +)=0. À ce moment, le courant ionique est capable de fournir seul 
le courant de diffusion. / f(V }dr chutera donc nécessairement entre t=T;, et le 
moment où la dérivée temporelle au point 0 s’annule. Ce moment est crucial. Ou 
bien la dérivée temporelle au point 0 redevient négative et le système revient à 
l'équilibre, ou bien elle devient positive et l'excitation commence à se propager. 

Le mode de stimulation employé exige donc un supplément d’activation pour 
contrer l’effet de la discontinuité. Si, à partir du moment où la chute s’arrête, la 
dépolarisation se fait de façon monotone (au sens de l’équation 7.11), on a montré 
que f f(V )dxr > 0. Cette intégrale était strictement > 0 à la fin de la stimulation 


pour contrer l'effet de la discontinuité.. 


On peut finalement se demander quel sens le courant rhéobasique et la solution 
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stationnaire @,1.#(x,L) pour le modèle CSP ont par rapport au modèle BRDR ? 
On peut construire les états stationnaires du câble BRDR avec ou sans courant de 
stimulation. On emploie alors le courant f(V)= -Z,,,(V, YL(V )) qui n’a qu’un point 
d'équilibre (courbe de J;,1%; fig. 3.2, p. 26). Pour un câble non-stimulé, il n’y pas 
d’autres solutions stationnaires que ce point d'équilibre et le courant rhéobasique 
n'existe pas. Le courant rhéobasique du modele CSP s’applique au modèle BRDR 
dans le contexte où le modèle CSP lui-même en constitue une approximation valable, 
i.e. dans les cas où les temps d'activation et la réduction de h qu'ils impliquent 
ne diminent pas trop l’excitablité. Cet intervalle est relativement large comme l’a 
montré la discussion de la section 7.2.1 et la concordance des courbes intensité-durée 
(fig. 7.4 À, p. 183). 

La solution @,.4(x,L) est sousliminaire pour le câble CSP non-stimulé. La 
condition initiale qu’on peut en construire pour le câble BRDR le sera aussi. Puisque 
le câble BRDR est moins excitable (à cause du retard de m et de l’inactivation de 
h}), D-heob(xX,L) peut servir de borne inférieure pour les stimulation supraliminaires 
du câble BRDR. Le même raisonnement s'applique aussi à toutes les stimulations 
liminaires construites numériquement pour le modèle CSP. La figure 7.11 (p. 205) 
confirme que le profil de potentiels des stimulations liminaires du modèles BRDR 


est toujours supérieur à celui du modèle CSP pour des temps de stimulation égaux. 


Résumons ce que cette section nous a appris. On a établi de façon analytique le 
concept de courant de rhéobase et montré que sa valeur dépend de la longueur du 


câble. Pour le câble CSP, on a obtenu la solution stationnaire associée au courant 
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Figure 7.11: Comparaison des stimulations liminaires 


pour le modèle BRDR et CSP pour des temps de stimulation de A à E: 0.05, 0.6. 
2, 10 et 40 ms. 
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de rhéobase et vérifié que les courbes liminaires obtenues par simulation tendent 
vers elle pour des temps de stimulation très longs. Les courbes liminaires pour 
des temps de stimulation plus courts coupent la solution stationnaire associée au 
courant de rhéobase. Le théorème de comparaison ne s'applique pas et on n'arrive 
pas à déduire des propriétés que toutes les courbes liminaires devraient satisfaire. 
On réussit néanmoins à montrer que l'intégrale du courant doit être strictement 
< 0 pour assurer une activation monotone après une chute initiale du potentiel 
maximum. On a vérifié aussi que les distribution liminaires de potentiel du modele 
BRDR étaient supérieures à leurs équivalents du modèle CSP. Pour poursuivre notre 
analyse, il nous faut étudier le développement temporel de l’excitation. C’est l’objet 
de la dernière section. 

Les appendices F et G permettent d'étendre ces considérations aux cas de stim- 
ulations ponctuelles non-centrées ou appliquées sur un intervalle. On y trouve aussi 


quelques résultats s'appliquant à des milieux bi et tridimensionnels. 


7.3 Stabilisation de la propagation 


Dans cette section. nous allons d’abord étudier en détail l’évolution de l'excitation 
suivant l’application des stimulations liminaires reconstruites numériquement (rap- 
pelons que nous les avons appelées liminaires bien qu’elles soient par construction 
supraliminaires). On a déjà montré que la propagation de l'excitation se fait par 
la formation d’un front de dépolarisation se déplaçant à haute vitesse (fig. 7.1, 


p. 176). La figure 7.12 (p. 208) permet de suivre la stabilisation de ce front dans le 
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plan (V,V.). 


On peut distinguer 4 phases: 


e Dès la fin de la stimulation, la discontinuité de la dérivée spatiale à l’origine 
disparaît (fig. 7.12 B). La courbe représentative se ferme, le maximum s’affaisse 
jusqu’à une courbe minimale. Deux facteurs contribuent à ce phénomène: le 
retard de m et la nécessité d'éliminer la discontinuité. Ce dernier aspect est 
important puisqu'on retrouve le même comportement avec le modèle CSP où 


le retard de m ne peut être invoqué. 


e Dès que la courbe minimale est atteinte, la courbe se dilate rapidement vers 


une forme qui correspond à la propagation du front d’excitation (fig. 7.12 D). 


e La forme du front d’excitation est stabilisée et ne dépend plus de la stimulation 
qui a précédé (comparer fig. 7.12 D et E). Elle se maintient jusqu'à ce que la 
dépolarisation approche de l’extrémité du câble. La petite boule intérieure qui 
apparait aux voltages supérieurs, correspond à la repolarisation des premières 


cellules excitées. 


e À partir du moment où le front touche les extrémités du câble, la forme de 
la solution change brusquement. Les bouts du câble se dépolarisent et le 
câble se comporte ensuite pratiquement comme une membrane uniforme qui 


se repolarise lentement (fig. 7.12 F). 


Pour les stimulations légèrement sousliminaires (fig. 7.12 C }), le début du 
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Figure 7.12: Stabilisation du front de propagation 

sur un câble BRDR de 11.31 À soumis à une stimulation liminaire de 10 ms, A) 
profil spatial du voltage de 10 à 16.75 ms. Dans le plan (V,V.), état du câble B) 
de 10 à 10.4245 ms, temps où la courbe minimale est atteinte. C) Pour fin de 
comparaison, évolution si on applique le même stimulus pour 9.9 ms, t=10.1, 19 et 
29 ms. D) Dans le conditions de A et B, état du câble de 10.42 à 16.75 ms. E) 
Pour fin de comparaison, évolution d’une stimulation liminaire de .6 ms de 1.5 à 
6 ms après la fin de la stimulation. F) Dans les conditions de A, B et D, état du 
câble de 19 à 109 ms. Le front atteint l’extrémité et le câble se comporte ensuite 
pratiquement comme une membrane isolée. 
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scénario reste le même: disparition de la discontinuité et contraction. Mais cette 
fois, la contraction ne s’arrête pas et le système revient directement à l’équilibre. 
La courbe minimale atteinte dans le cas sousliminaire joue en quelque sorte le rôle 
de séparatrice. 

Toutes les stimulations liminaires que nous avons étudiées suivent la même 
évolution: décroissance jusqu’à une courbe minimale, expansion rapide vers la so- 
lution propagée, puis dépolarisation uniforme et retour à l’équilibre (fig. 7.12 E) 

Les courbes caractéristiques de la propagation du front d’excitation sont iden- 
tiques aussi bien pour V, que pour les variables dynamiques. Parvenu à cette étape, 
le système a perdu mémoire du protocole de stimulation et toutes les dynamiques 
suivent pratiquement la même trajectoire dans l’espace des fonctions (fig. 7.13 C 
et D, p. 210). 

Malheureusement, les choses ne sont pas aussi simples pour les courbes mini- 
males atteintes par chaque stimulation (fig. 7.13 A,B). Plus la stimulation a été 
courte, plus la courbe minimale dans le plan (V,V,) est dilatée, indication que 
les dérivées secondes dans l’espace sont plus importantes. Pour les variables dy- 
namiques, il y a une différence marquée dans la distribution de h dont la variation 
augmente avec le temps de stimulation, déprimant le courant sodium, permettant 
la contraction et adoucissant le profil des dérivées. 

Nous avons aussi examiné la progression de l’excitation dans le modèle CSP. 
Elle passe par les même phases que celles du modèle BRDR. Dès que la courbe 


minimale est atteinte, il y a dilatation rapide jusqu’à un profil caractéristique de 
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Figure 7.13: Comparaison de deux stimulations liminaires. 
Câble BRDR de 11.31 À avec des stimulations liminaires de 0.6 et 10 ms A et B) 
comparaison de V. et des variables dynamiques pour les courbes minimales atteintes 
dans chaque cas: stimulation de 0.6 ms, 1.5 ms après la fin de la stimulation, 
pour 10 ms, 0.5 ms après la fin de la stimulation. C et D) Comparaison pendant 
la propagation du front d’excitation Les courbes des variables dynamiques sont 
exactement superposées. 
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la propagation qui est le même quelle que soit la stimulation utilisée (fig. 7.14 C, 


p. 212). Il n’y a cependant pas de retour à l’équilibre car l’état excité est stable. 


Comme pour le modèle BRDR, les courbes minimales atteintes pour chaque 
stimulation ne sont pas identiques (fig. 7.14 À et B). Plus le temps de stimulation 
est long, moins elles sont dilatées et plus elles s’approchent de la courbe représentant 
la solution stationnaire d’un câble non-stimulé. Pour toute les courbes minimales. 
l'intégrale spatiale de f(V) est positive et décroît avec le temps de stimulation. La 
courbe stationnaire, avec son intégrale nulle, semble donc un cas limite. 

Pour le modèle CSP, le scénario d'évolution des stimulations liminaires semble 
donc se résumer ainsi. La solution stationnaire pour 1,4; = 0 est instable et joue le 
rôle d’un point de selle dans l’espace des fonctions entre les deux solutions stables V, 
et Via. Par analogie avec un point de selle pour un système d’équations ordinaires, 
deux trajectoires émergent de la solution stationnaire, l’une vers l’état de repos et 
l’autre vers l’état excité via un front de propagation. A la fin d’une stimulation 
liminaire, le profil de potentiel est inférieur à la solution stationnaire jusqu’à un 
point près du site de stimulation où le potentiel monte brusquement. Cette montée 
est d'autant plus abrupte que la stimulation a été courte. Dès que l’on retire 
le courant de stimulation, le maximum s’affaise brusquement. Mais la diffusion 
provoque aussi une augmentation du potentiel pour les points un peu plus éloignés 
du site de stimulation. Au moment où l’affaissement se termine, si l'excitation se 
poursuit, c’est par la formation rapide du front de propagation. Cette dilatation 


rapide exige que l'intégrale de f{V) soit > 0. Si on ajoute l'effet de la discontinuité, 
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Figure 7.14: Évolution du câble CSP. 
Sur un câble de 11.31 À, A et B) comparaison des courbes minimales caractéristiques 
de stimulations liminaires de 0.6 et 10 ms. Elles sont atteintes respectivement 0.15 
et 0.51 ms après la fin de la stimulation. On a ajouté la solution stationnaire 
avec Îtim=0. À) En fonction de l’espace, B) dans le plan (V,V.). C) Courbes 
correspondant à l’état propagé, stimulations liminaires de 10 et 500 ms. On présente 
la solution sur la moitié du câble [-L,0]. 
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l'intégrale de f(V) devait être strictement positive à la fin de la stimulation et 
d'autant plus grande que le temps de stimulation a été bref et la chute subséquente 


importante. Ceci confirme donc l’idée de Jack et al [44]. 


La dynamique résultant d’une stimulation liminaire passera d’autant plus près 
de la solution stationnaire que la stimulation a été longue et la discontinuité réduite. 
Une stimulation vraiment liminaire devrait converger vers la solution instable, ce 
qui est évidemment impossible à observer numériquement. La solution stationnaire 
correspondant au courant de rhéobase marque la limite sous laquelle il devient 


impossible de converger vers la solution stationnaire avec Jim =0 . 


On comprend pourquoi il est difficile, à partir de résultats numériques, de trouver 
des invariants qui caractériseraient les différentes stimulations liminaires. On veut 
comparer diverses dynamiques passant près d’un point de selle et entraïnant la 


dynamique vers l’état excité via un front de propagation. 


Les modèles BRDR et CSP correspondent presque exactement au niveau de la 
courbe intensité-durée jusqu’à 40 ms, indiquant que le retard d’activation de m 
et que la désactivation de h, bien que présents, ne modifient pas l’image de façon 
dramatique dans cet intervalle de temps. A la fin de la stimulation, la chute centrale 
sera un peu plus importante. Cela est compensé par un courant de stimulation un 


peu plus élevé et une distribution de potentiel légèrement supérieure à celle du cas 


CSP. 
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7.4 Conclusion 


Ce chapitre nous a permis de montrer que l’excitabilité d’un câble BRDR depuis 
l’état de repos peut, dans une large mesure, être expliquée en utilisant un modèle 
unidimensionnel des courants ioniques comme dans le cas de la membrane isolée et 
ce, tant que les délais d’activation restent de l’ordre de grandeur de la constante de 
temps de h. 

L'utilisation du modèle simplifié nous a permis, via l’étude des diverses solu- 
tions stationnaires et l’emploi du théorème de comparaison, de poser le problème 
de l’excitabilité dans le contexte beaucoup général de points stables et instables 
dans un espace de fonctions et des distributions de potentiels menant à chacun 
de ces points. On a vu qu’en général l'intégrale du courant ne fournit pas un 
critère garantissant l’activation. Cette approche a le mérite d’être adaptée à des 
problèmes plus complexes d’excitabilité, notamment quand l’état initial du système 
n'est plus homomogène, comme c’est le cas pour le déclenchement de potentiels 
d'action prématurés, ou que les stimulations sont distribuées, comme c’est le cas 
pour les tissus réels. 

Le même contexte d’analyse est applicable pour le câble BRDR, notamment 
pour les interactions de cellules automatiques et non-automatiques. Les résultats 
analytiques dont on dispose sont pour le moment plus réduits, mais ils devraient 
augmenter, surtout si on arrive à poser quelques problèmes concrets qui sachent 


attirer l'intérêt des mathématiciens. 


Chapitre 8 


Discussion et Conclusion 


Le but de cette thèse était d'obtenir des résultats qui puissent servir à la modélisation 
des mécanismes des troubles du rythme associés à l’ischémie du myocarde. Nous 
avons examiné s’il était possible, en utilisant le modèle BRDR, d'isoler certains 
paramètres qui soient compatibles avec les données physiologiques qui décrivent les 
changements observés au cours de la phase initiale d’un épisode d’ischémie, et qui 
puissent contribuer à la formation d’impulsions anormales à la bordure de la zone 
ischémiée. Le but de ce chapitre est de compléter la discussion amorcée dans les 
chapitres précédents. 

Membrane isolée 

Au niveau de la membrane isolée, nous avons retenu trois paramètres: L,;,, un 
courant de stimulation constant pour tenir compte de l'effet des courants de lésion: 
Qsi, l'amplitude du courant lent J,; que l’on sait être influencé par la libération 
locale d’adrénaline; et AV}, un déplacement des courants potassium pour reproduire 
l’accumulation de potassium extracellulaire. 


Dans la plage de valeurs des paramètres que nous avons étudiés (g,;: de 0 à 0.5 
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mS/cm?, AV: 0 à — 60 mV}), nous avons trouvé une zone d’instabilité pour des 
courants de stimulation compris entre = -5 et + 5 A/cm?. Dans cet intervalle de 
Lstim, là membrane isolée peut devenir automatique (une seule solution périodique 
stable) ou bistable (existence simultanée de deux points stables, ou d’un cycle stable 
et d’un point stable). 

Pour chaque valeur particulière de g,; et de AV} où l’automaticité est présente, 
l'intervalle de Zyim ne dépasse pas 2 1 A/cm?. L'intervalle d’automaticité existe 
pour des valeurs de g,; comprises entre 0 et 0.14 mS/cm’. Aux faibles valeurs 
de gsi (< 0.022), une branche de solutions périodiques stables naît directement de 
la première bifurcation de Hopf (H;) et se termine à la seconde (H>). À partir 
de gsi=0.033 (après l’apparition d’une seconde paire de bifurcations de Hopf et sa 
jonction subséquente avec la première paire), la nature de l’intervalle d’automaticité 
se modifie. Les solutions périodiques stables apparaissent avant A; avec une période 
infinie (par une bifurcation homoclinique). Elles disparaissent au-delà de H; par 
un processus de complexification de la période. L’intervalle d’automaticité devient 
borné par des solutions de période infinie. Entre ces bornes, on a des cycles stables 
de grande amplitude (+ 60 mV) et de longue période (+ 1 sec). 

Dans cette plage de valeurs de g,;, l’intervalle d’automaticité disparait pour des 
valeurs de AV} comprises entre 25 et 40 mV (selon la valeur de g,;). Cette disparition 
est précédée de deux phases. Pour les premiers 20 à 30 mV, l’augmentation de AV, 
élargit légèrement l'intervalle de 4, où le système est automatique et le déplace 


vers des valeurs inférieures de l;. Au-delà de ces valeurs, l’augmentation de AV, 
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supprime les points d’inflexion de 1;,%(V) et l'intervalle d’automaticité diminue 
rapidement. 

La croissance de AV} change aussi les caractéristiques des solutions périodiques 
autour de H;, et H;,. Le déplacement de 1;1 et L;1 stabilise des solutions de faible 
amplitude autour de H;. Finalement, comme c’est le cas pour les faibles valeurs de 
Qsi, la branche de solutions périodiques stables connecte directement H;. Lorsque 
les points d’inflexion de 1, disparaissent, il n’y a plus de cycles homocliniques 
possibles et les solutions périodiques apparaissent près de H; avec une période finie, 
comme c’est aussi le cas pour les faibles valeurs de gi. 

L'augmentation de g,; de 0 à 0.14 mS/cm° réduit graduellement l'intervalle de 
Tstim (après un élargissement initial) pour lequel l’automaticité membranaire est 
présente. À la sortie de cet intervalle, la relation entre les deux bifurcations de 
Hopf s’inverse. On a alors une zone de bistabilité (2 points stables, 1 cycle stable 
de faible amplitude avec un point stable) dont la largeur croît et dont la borne 
inférieure se déplace vers des valeurs de Z4;, de plus en plus négatives. La zone 
d’instabilité se maintient jusqu’à des valeurs de plus en plus grande de AV, (jusqu’à 
60 mV pour g,;= 0.5). L'augmentation de AV} tend à restaurer la relation primitive 
entre H, et H;, et à réintroduire une zone d’automaticité pure. 

Pour résumer, l’augmentation de g,; transforme la zone d’instabilité en trois 
étapes: région d’automaticité avec un intervalle de périodes fini; région d’automaticité 
avec un intervalle de période infini; région de bistabilité. La largeur de l'intervalle 


de Iitim Correspondant à la zone d’instabilité est controlée surtout par la position 
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de la seconde bifurcation de Hopf (H:). L'augmentation de AV}, avant de faire 
disparaître la région d’instabilité, joue un rôle antagoniste à celui de la croissance 
de g;; (bistabilité — automaticité avec variation infinie de la période — variation 
finie de la période). 

Câble continu 

Maintenant que nous savons qu’une région d’instabilité existe pour la membrane 
isolée, pouvons-nous assembler un sous-groupe de cellules qui auraient leur point 
d'opération dans cette région? À titre d'illustration, considérons un câble continu. 

Le courant axial (ou courant de diffusion) joue pour chaque cellule un rôle 
équivalent à celui du courant de stimulation dans le cas membranaire. Pour qu’une 
cellule se trouve dans la région d’instabilité membranaire, il faut que 


1 0°V 9 
R Ont — [—5, 5] uA/cm (8.1) 
Considérons une valeur typique de la résistance axiale, R = S;p;+S.p., avec Sp; >> 
Sepe © 0; pi; = 0.2 kAQ cm et S;= 2/a = 2/5 um, avec a le rayon d’une fibre 


cylindrique. Avec ces valeurs, (8.1) devient 


2 
— 800 [—5,5] mV/cm° (8.2) 


On peut réduire l'intervalle de 9°V/0x? correspondant à la zone d’instabilité en 
augmentant le rayon, i.e. en diminuant S$;. On peut favoriser les faibles valeurs de 
Lotim et donc de @?V/ôzr°? en augmentant g,;. Dans ce cas, au niveau de la membrane 
isolée, on favorise aussi la bistabilité plutôt que l’automaticité pure. La présence 


d’une zone de bistabilité suggère la possibilité de transitions entre deux états par 
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un stimulus externe. L’automaticité pure correspond plutôt à l'existence d’un foyer 
autonome d'activité spontannée. Une augmentation de AV4 déplace aussi la zone 
d’instabilité vers de plus petites valeurs de Lim. 

À titre d'illustration, considérons un câble comprenant une zone saine et une 
zone ischémiée, cette dernière ayant un voltage de repos (# -28 mV) décalé de 60 
mV par rapport à celui de la zone saine (# -88 mV). Le voltage de repos est déplacé 
en modifiant le paramètre AV, dans chacune des cellules de la zone ischémiée. As- 
sumons aussi l'existence d’une zone de transition de longueur fixe L, où la transition 
du voltage de repos se fait de façon continue. Fixant x=0 au milieu de la zone de 
transition, supposons que la progression du voltage de repos (V,) soit décrite par 
l'expression 


se = -p ( - He) ss 


où D est une constante. Cette expression est choisie pour que 


dV, [, Li) | 
dx (27) ni #4) 





V, est constant dans les zones saine et ischémiée. La relation 8.4 assure que la 


progression de V, est continue jusqu’à la dérivée spatiale du premier ordre. Puisque 


l’on a posé V,(L;/2)-V,(—L;:/2)= 60 mV, on déduit de (8.3) 


+ = 60mV (8.5) 


et 


ŒV, | 360 
da? 7 
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dV. _ | 360 7 (8.6) 


dx? _ J2"IS 
Les valeurs positives de d?V,/dx? se situent en bordure de la zone saine. Pour que la 
limite de la zone transition corresponde à celle de la zone d’instabilité membranaire, 


il faut, par comparaison des relations 8.6 et 8.2, 
L, = 03cm 


% 3.5 À 


À première vue, cette valeur n’est pas incompatible avec les données physiologiques. 


On peut inclure aussi une variation de la résistance axiale dans la zone de transition 





(l'expression équivalente à 8.1 devient alors = ( A 2) = LG }: 

Conditions de propagation 

Les considérations précédentes indiquent qu’on peut construire, avec un choix 
raisonnable de paramètres, un câble dont une partie des éléments se trouvent dans 
la zone d’instabilité définie pour la membrane isolée. La question suivante est de 
savoir quelles caractéristiques doit avoir cette région pour initier une perturbation 
qui puisse se propager et atteindre la zone saine. 

Notre analyse de la membrane isolée nous a appris que les caractéristiques de 
la zone d’instabilité dépendaient de l'interaction entre V et d d’une part, et les 
variables lentes f et xl d’autre part. L'étude de l’excitabilité de la membrane et du 
câble a montré qu’elle dépendait essentiellement de l’activation de m, tant que h 


restait à des valeurs supérieures à 0.1. Aïnsi la naissance d’une perturbation dans 


la zone de transition mettra en jeu df et xl. Sa propagation, à partir d’un certain 
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point, ne reposera que sur l’activation de m. Il y a donc une zone intermédiaire où 
il faut considérer l’évolution simultanée de m, h et d. Ce sont les caractéristiques 
de cette zone qui permettent finalement à une région d’automaticité latente de se 
manifester. 

Nous avons fait une série de simulations préliminaires avec un câble BRDR. Un 
courant de stimulation constant a été appliqué sur une portion du câble pour la 
déplacer dans la région d’automaticité membranaire. Les résultats montrent que 
la portion stimulée doit atteindre une longueur critique pour qu’apparaissent des 
solutions périodiques correspondant à la propagation de potentiels d'action succes- 
sifs depuis la zone stimulée. Ils indiquent aussi que la variation spatiale du courant 
de stimulation, liée à la dispersion de la période des solutions périodiques mem- 
branaires, intervient elle aussi dans la dimension de la zone critique. Quand la zone 
stimulée est trop courte, on retrouve sur le câble un profil stationnaire du potentiel 
et des variables dynamiques. 

Quand la zone stimulée s’allonge, on passe d’une solution stationnaire à une 
solution périodique. La longueur de la zone stimulée est donc un paramètre qui 
contrôle une bifurcation. Dans le cas de stimulations constantes sur une portion du 
câble, les méthodes du chapitre 7 et des appendices E à F s’appliquent directement 
pour obtenir les solutions stationnaires. On peut construire ces solutions et, en les 
confrontant aux résultats de simulation, chercher si certains aspects annoncent une 


bifurcation. 


Le traitement formel de la bifurcation nécessite l’analyse spectrale du système 
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complet [V(x,t}),Y:(x,t)], laquelle est impossible dans l’état actuel des mathématiques. 
Cependant, la période des solutions périodiques obtenues sur les câbles stimulés est 
longue, entre une et deux secondes, soit un ordre de grandeur qui correspond aux so- 
lutions périodiques membranaires contrôlées par d,f et x1. Si l’on emploie le modèle 
bidimensionnel des chapitres 3 à 5 (Liu(ma(V), ho(V), d(V), Z), Z=1-f+xl), avec 
une expression simplifiée pour Z,(V) et une constante de temps fixe 77 (comme le 
suggère le lissage de la figure 4.6, p. 71), le problème de la bifurcation des solutions 
stationnaires est susceptible d’être solutionné. Si des solutions périodiques existent 
avec ce modèle simplifié, elles correspondent à la propagation lente de potentiels 
d'action dus au courant Z;. Si ce processus est possible au-delà d’une longueur 
stimulée critique, la longueur critique du modèle BRDR sera certainement plus 
courte car l’activation de m et le retard de h facilitent la propagation. Le modèle 
bidimensionnel permet d’établir une borne supérieure à la valeur de la longueur 


critique. 


Une seconde approche est possible, adaptée à l’analyse de potentiels d’action 
prématurés apparaissant à la suite d’un stimulus externe. Comme précédemment, 
on obtient la solution stationnaire Y,(x)= [V.(x),Y:.(x)] du câble. Cette fois, on 
l'utilise comme condition initiale au modèle unidimensionnel du courant ionique 
présenté au chapitre 6 (LL, (V,x)= Lion(V, mo(V); hk(x), ds(x), f(x), z1,(x)) où 
les variables dynamiques, à l’exception de m, sont fixes dans le temps. Ÿ, est aussi 
une solution stationnaire du câble simplifié dont on peut étudier la stabilité. Son 


instabilité indique qu’une perturbation peut amener le câble simplifié à un état 
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excité correspondant au passage rapide d’un front d’excitation. Ÿ, fournit dans ce 
cas une borne inférieure à la bistabilité du modèle BRDR. 

Beaucoup de travail reste à faire et le problème de l'instabilité des câbles cel- 
lulaires n’est pas résolu. Cependant, nous croyons avoir atteint le but que nous 
nous étions fixés. Nous disposons maintenant d’une méthode d’analyse des modèles 
membranaires qui permet de cerner les intervalles de paramètres intéressants, de 
dégager les caractéristiques importantes de chaque classe de comportement accessi- 
ble et de construire des modèles simplifiés qui conservent les aspects importants de 
la dynamique selon l’échelle de temps considérée. L'emploi de ces modèles simplifiés 
sur des structures continues rend accessible divers résultats quant à la stabilité et 
aux bifurcations des solutions stationnaires. On atteint aussi, grâce à la réduction 
du nombre de variables, une meilleure compréhension de certains phénomènes. 

Mais ce que nous avons gagné surtout, c’est la capacité de générer des hypothèses 
quant à l’organisation spatiale des paramètres qui puisse contribuer aux arythmies. 
Ces hypothèses peuvent orienter les simulations numériques et se prêtent à certaines 
formes de traitement analytique. L'ensemble de la démarche peut s'appliquer à 
d’autres problèmes, notamment aux dimensions et aux caractéristiques des noeuds 
sino-auriculaires et auriculo-ventriculaires. Les problèmes encore à résoudre sont 
ardus. Tout au moins avons-nous l’impression d’être mieux préparés pour les atta- 


quer. 
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Appendice A 


Bases probabilistes des modèles 
de type Hodgkin-Huxley 


Dans un modèle de type Hodgkin-Huxley, on assume que chaque porte peut exister 
dans deux états mutuellement exclusifs: fermé (F) ou ouvert (O). Les taux de 
transition d’un état à l’autre sont indépendants du temps. Ils sont représentés 


schématiquement par 


Le taux de transition de chaque porte est de type markovien et il ne dépend que de 
son état présent (pas de mémoire). Dans un ensemble de N portes, les transitions 
d’une porte particulière sont indépendantes de celles des autres portes. Avec ces 
hypothèses, l’évolution d’un ensemble de portes est soumise à une statistique de 
Poisson. Nous voulons maintenant établir les équations différentielles gouvernant 
l’évolution du premier et du second moment de la distribution (moyenne et variance) 


et obtenir leur valeur asymptotique quand les a et f sont constants ( potentiel 


X1V 
constant ). 


A.1 Evolution du premier moment 


Notons P;(t), 0 < : < N, la probabilité au temps t que i portes d’un ensemble N 


soient dans l’état ouvert, avec SX", P.(t)=1. L'évolution de ces probabilités s'écrit 


dP, 

re = -aNF +86Pr 

dP, à sn. 

7 = —[(N —i)ja +18]P,+(N —-i+1)aP; 1 + 
(+1)8Pn,1<i<N (A.1) 

dP , 

rs = QPn_1 — ÊNP\ 


Notant <n >= 5" ,n P,(t) le premier moment de la distribution, on démontre 


à partir des équations AÀ.1 que: 


d<n> 
te. Le 


Na-(a+8)<n> 


Ou, en définissant p =< n > /N la densité moyenne de canaux ouverts et 


so = es la densité asymptotique, 


L = (a + BK — p) (4.2) 


ce qui est bien l’équation gouvernant l’évolution de la densité des portes ouvertes 
dans un modèle de type H-H. Dans les cas où a et 5 sont constants, l’évolution de 


la densité moyenne répond à p{t) = (5, — (5x — p) er, 
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A.2 Evolution de la variance 


Pour le second moment (< n? >= YŸ ,n?P,), en utilisant à nouveau les équations 


A.1,on a: 





d<n > N. de. 
EN re Sn? 


dt = dd 
= NaP,+N(-2N +1)8Pv + 
N=—1 


3 [CN —n)(2n + 1)aP, + N(-2n +1)8P,] 
n=1 


en utilisant les définitions de < n >,< n° > et le fait que la somme des P, doit 


égaler 1, on obtient finalement 


den? > 


e” — —2{a+8)<n>+2Na<n> + 


B<n><+a(N-<n>) (A.3) 


On s'intéresse plutôt à la variance W =< n? > — < n >?. Utilisant (A.2) et 


(A.3) on obtient 


D, oc TS Gens SES 
dt dt k dt 
= —%{a+B)W+a(N- <n>)+B<n> (A.4) 


Avec a et 5 constants, < n{t) > est connu et on solutionne aisément l'équation 


A.4. Pour le cas asymptotique (= = 0, { — ©), on tire directement de (A.4) 
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1 


bn TT D DS (A.5) 


Définissant o? = W/N? la variance de la densité et notant, pour le cas asymp- 


totique, que < n > — S.., on obtient 


(A.6) 


LA 
| 


A.3 Conclusion 


Cette analyse montre que si l’on fixe le potentiel à une valeur particulière (volt- 
age imposé) ou si on laisse dériver le système vers un point d'équilibre (courant 
imposé), la densité moyenne de chaque type de portes ira asymptotiquement vers 
Sx = a/(a + B). Cependant il subsistera toujours une fluctuation de la densité 
de variance asymptotique S,(1 — S.)/N. Il en résultera une variation du courant 
ionique d'autant plus grande que le nombre de canaux sera faible (densité par 
unité de surface X surface membranaire). En pratique, cette densité est élevée 
(— 108 — 101% / cm?), de sorte que l'amplitude de la variation est faible. Elle 
garantit néanmoins que le système ne pourra rester à un point d'équilibre instable 


puisqu’autour d'un tel point la moindre fluctuation ne peut que s’amplifier. 


Appendice B 
Modèle BRDR 


Les différents courants ioniques Z,, I.; et 1, (chap. 2, eq. 2.10) dépendent des 
variables dynamiques dont l’évolution temporelle est donnée par l’équation 2.3. 


Par exemple, l’expression pour la variable m s'écrit 


D = am(V) (1m) + Bn(V)m (B.1) 


Les taux de transition a, et 5, et ceux des autres variables dynamiques sont 


obtenus empiriquement. Dans le cas du modèle BRDR, les expressions utilisées 


sont: 





_ - 09 (V + 42.65) 
# 1.1(1.0 — exp(—0.22 x (V + 42.65))) 
Bin = = exp 0.085 x (V + 39.75)) 
0.1 
an = Sgerp(—0.193 + (V + 79.65) 
A 
#7 0.6(1.0 + erp(—0.095 x (V + 20.5))) 
1 0.095 exp(—0.01 x (V — 5.0)) 
 (exp(—0.072 x (V — 5.0)) + 1.0) 
3 0.07 exp(—0.017 x (V + 44.0)) 
d === ee OM US MO 


(exp(0.05 + (V + 44.0)) + 1.0) 


0.012 erp(—0.0008 x (V + 28.0)) 


M (ezp(0.15 + (V + 28.0)) + 1.0) 
__ 0.0065 exp(—0.02 x (V + 30.0)) 

Br = (exp(—0.2 x (V + 30.0)) + 1.0) 
__ 0.0005 ezp(0.083 + (V + 50.0)) 

V1 (ezp(0.057 + (V + 50.0)) + 1.0) 
3, — 0:0013 erp(—0.06 * (V + 20.0) 


(exp(—0.04 x (V + 20.0)) + 1.0) 
Les expressions utilisées pour les courants potassium sont 


0.8(exp(0.4(V — Ex — 17)) — 1) 


LV) = 2p(0.04(V — Ex — 59) 


4 exp(0.04(V — Ex —9)) —1 " 
exp(0.08(V — Ex — 41)) + exp(0.04(V — Ex — 41)) 
0.02(V — Ex — 71) 

1 — exp(—0.04(V — Ex — 7D)) 


Iu(V) = 0.354 
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Le modèle BRDR diffère du modèle BR original dans l’expression utilisée pour 


le courant sodium: 
Lis — nan k 3 (V és Es) 
avec 


(V + 47.0) 
(1.0 — exp(—0.1 x (V + 47.0))) 


Bn —= 40.0 x exp(—0.056 x (V + 72)) 


mm — 


an —= 0.126erp(—0.25 x (V + 77.0)) 


L it 
Ph = To ezp—0.082 + (V + 22.8) 
__ 0.055 erp(—0.25 x (V + 78.0)) 
5 (ezp(—0.2 * (V + 78.0)) + 1.0) 
0.3 
8; = 


T0 + ep —0.1 + (V + 32.0) 


Appendice C 


Stabilité des modèles de type 
Hodgkin-Huxley 


C.1 Stabilité d’une membrane excitable isolée 


Dans le cas où le potentiel et le courant membranaires sont spatialement uni- 
formes et qu’un courant de stimulation constant et continu 1,4, est appliqué, la 
représentation générale d'une membrane excitable par un modèle de type Hodgkin 


- Huxley (H-H) s'écrit [39] 





HE - = Lin(V ii = 11) + Lim = Fo(V Ki = 1,7) (C.1) 
MOD 2 M) HI = AT) sie don 
V(t) : RhR 


Fit) : R+ [0,1] 
Yæ(V) : R [0,1] 
TV) : RH RF 


Cm : capacité membranaire (4F/cm°) 


que nous écrivons sous forme vectorielle 


V(t) fo(V, Yi = 1,n)) 
(+) = é , F(&) = f Pa (C.2) 
Y, (+) fav Yn) 
D = F(S(+) (C:3) 
Soit ®° un point critique de (C.3), ï.e. 

y 0 
ge 7 He) | Pgo) |? (C.4) 

yo — ÿ. (Vo) 0 


On analyse la stabilité asymptotique de ce point critique par linéarisation de (C.3) 


autour de ®0 [38]. Posant D(t) — ®0 + Z{(t), avec Z{t)=—[z0o(t), …, 2,(t)]7, le système 



































C.3 devient 
dr _ Of) ,, 5 2f(a(t)]| , 
dt OV ls 7 = m7 
—  @9020 + Ÿ_ Goiz: (C.5) 
tæ 1 
di _  Of(#(t)) 4 2f(&()) 
dt OV lo 0 | 
= do +aix,t=1l,n 
avec 
us 
ls 
_ 9 fYæ(V)\| _ 9 f_1 ; 
— OV |") /ln r(V)/l 
__ 1 dY.(V) 
= r;(V0) dV a (C.6) 
. = Of] - _=1 
M 5%, — 09 <° (C.7) 
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Le Jacobien du système est une matrice (n +1) x (n +1) 


Goo Œo] ... ... ... Ton 
10 —||a11|| 0 0 «45e 0 
l € & Dou | 
A = k : | J [ax > 0,2=1,n (C.8) 
: D "% 0 s 
; ‘ , À # 0 
in 0 ie es 0 —|la,,|l 


Le point ®° sera asymptotiquement stable si la matrice A est stable , je. si 
la partie réelle de chacune des valeurs propres de A est négative. Tout au long des 
appendices, quand nous parlerons de stabilité nous entendrons stabilité asympto- 
tique. 


Certaines caractéristiques du Jacobien méritent d’être soulignées 


e Le potentiel (V) est la seule quantité dont la variation dépend de toutes les 
autres et qui participe explicitement à leur dynamique. Elle seule contrôle 
le couplage entre les variables. Ce type de matrice, d’abord introduit pour 
modéliser le transfert d’un métabolite d’un compartiment central vers divers 


tissus indépendants les uns des autres, est appelé mammillaire [33]. 


e Pour 1 > 0, l'équation C.6 montre que a; est sujet à la relation 


signe( Mein ”, 


> Osi Ÿ: est une variable d’activation 
0 si Ÿ: est une variable d’inactivation 


signe( &;o) 





A 


e On peut écrire 


doi = ||K||:G:(V:"* — V9) £ 0 (C.9) 
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où V"* est le voltage d'équilibre ou d’inversion associé au courant i. On a 


— signe(G;(V — V0))=signe(V'" — V0) si Y; est associé à un courant 


entrant. 


— signe(G;(Vv — V0))=(-1 )signe( V7" — V9) si Y: est associé à un courant 


sortant. 


e Le signe du produit aioao; dépend donc en général du type de courant (entrant 


ou sortant), du type de variable dynamique (activation ou inactivation) et de 


p°, 
C.1.1 Quelques critères de stabilité 


La structure particulière de la matrice À permet d'établir certaines propriétés con- 


cernant la stabilité des solutions de (C.1). 


propriété 1 





&o;a 
det(A) = — (— li à Î la;;||] X |€oo + > Tel zl (C.10) 
3) 
preuve: Puisque 
det(A) = 2 #ign (er) a(0,co)--:a(n,o;,) (LIT) 


où © est une permutation de la suite (0,1,...,n) permettant de choisir un élément sur 
chaque ligne de A et où la sommation porte sur toutes les permutations possibles 


[41]. Pour À, outre le terme correspondant au produit des éléments de la diagonale, 


XXii] 
les seules permutations correspondant à des termes non-nuls sont de la forme 
œ:(0,1,...,n) — (i,1,..,1—1,0,1+1,...,n) 
signe(o) = (—1) x (—1) "1 = —] 


et le terme de (C.11) correspondant s'écrit 


ni 


n 0i:0 ke 
(—Laioaoi [T -Ila;;ll = (DT IT la; 


y=1 (ais | =1 


JF 
Ce qui démontre la propriété. Notons qu'il existe des preuves alternatives des 


propriétés 1 et 3 [85]. 


propriété 2 Soit À {n+1 x n+1), dont la structure est donnée en (C.8), si A est 
stable, alors le signe du déterminant des mineurs principaux de A est (—1)*, où K 


est l’ordre du mineur. 


Les mineurs principaux associés à une matrice B (n x n) sont la chaine de 
matrices obtenues en retirant la première colonne et la première ligne de B , puis en 
répétant cette opération sur les matrices résultantes jusqu’à épuisement des lignes 
et des colonnes [83]. Notant B(1/1) la matrice obtenue en retirant de B la première 


ligne et la première colonne, la chaîne des mineurs s'écrit 


MB) = B 

M;(B) — B(1/1) 

M;(B) = (M(B))(1/1) 
M;h-1(B) _- ban 
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preuve : Par définition de A (n+1 x n+1), M,(A),1 > 0, est une matrice 


(n+1-i) x (n+1-i) dont le déterminant s'écrit 


nm 
1) IT Ile; | 


j=i 


ce qui satisfait la propriété annoncée. Par ailleurs 
det(A) = I] À; , À; : valeurs propres 


Si À est stable, réel(À;) < 0 V 7 et, puisque les valeurs propres complexes se 
présentent par paires conjuguées, signe (det (A) } =1 si ordre( A) est pair, et = -1 


si ordre(A) est impair. Dans ce cas on a au moins une valeur propre réelle. 


propriété 3 Soit À (n+1 x n+1), dont la structure est donnée en (C.8), si A 


est stable, alors 


P(A) = aço + Le + (C.12) 


Tail © 


preuve : Cette propriété découle directement de la précédente puisque 


det(A) = P(A) + (1) IT Ilasll = (1) II 4 0 


Nous disposons d’une condition nécessaire à la stabilité que nous voudrions 
interpréter physiquement. Considérant Z;,,(V, Y.(V)), le courant membranaire à 


l'équilibre, la conductivité associée (g) s'écrit 








sa ne On OYico 
dv ‘Lie DV OV ns 
ar (C.5)ona 
On Ô un dis (C.14) 
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Par (C.6) et (C.7) 





(a) do 
— = 7;(V )a, _ 1 
OV Ti(V Jaio lat || C1) 
D'où 
g = ao — >, TE = -P(A) (C.16) 
1 llasl 
La notation introduite par Chandler et al. [85] 
doid: dé 
Je = — 00 ; 9Y, = — al (C.17) 
permet d'écrire le critère de stabilité sous la forme 
9 = Jsw +3 gr, > 0 (C.18) 


i=1 
Cette écriture à l'avantage de bien isoler les deux types de processus participant à 
l’évolution du voltage. D'une part, g. est la tendance intrinsèque d’une fluctuation 
de voltage à s’amortir. Ce terme sera positif sauf si un courant de rectification avec 
une dérivée négative domine la contribution des autres courants. D'autre part, gy. 
mesure l'effet indirect de la variation des variables dynamiques sur le potentiel qui 


peut être représenté une boucle de rétroaction (fig. C.1). 


Par l'équation C.15, le terme (nat) AV mesure la croissance de Y:. que provoque 
une perturbation en potentiel. C’est ce qui est représenté par la branche supérieure 
du diagramme de rétroaction C.1. D'autre part, par l’équation C.14, ao A 
contrôle la variation de potentiel que provoque une variation de Y:.. C’est le sens 
de la branche inférieure du diagramme de rétroaction. Le système représenté par 


cette boucle de rétrocation sera instable si le produit des coefficients de transfert 


XXVI 


AV AY; 


Co; 


Figure C.l: représentation de gy, par une boucle de rétroaction. 
Le fontionnement de la boucle est expliqué dans le texte. 


des deux branches (—gy, = aoiaio/|la;l|) est positif. En effet, sans résoudre formelle- 
ment le système, on voit que dans ce cas une perturbation en potentiel AV® par 


exemple s’amplifiera puisque 


AV® — A, = pAVO 
AY; — AV! = aoAŸ; (C.19) 
AV = fav = |gllAV” 


La stabilité du système exige que la conductivité membranaire soit positive. En 
fonction du voltage, il faut que le courant entrant (dépolarisant) diminue ou que le 
courant sortant (repolarisant) augmente. Il faut qu'au moins l’un des deux processus 
soit dominant. Le critère ne sera pas satisfait dans une zone où l'activation d'un 


courant entrant ou l’inactivation d’un courant sortant est rapide et dominante. 
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Cependant, il s’agit d’une condition nécessaire mais non suffisante. Il existe 
donc des cas où la conductivité est positive et le système instable. La perte de 
stabilité, si l’on varie le point d'équilibre par un paramètre externe, se fait sans que 
la condition C.18 cesse d’être satisfaite, 1.e. sans que le déterminant de la matrice 
Jacobienne et la conductivité ne changent de signe. Il faut alors que la partie réelle 
d’un couple de valeurs propres complexes change de signe. Il s’agit d’une bifurcation 
de type Hopf, associée à la possibilité de solutions périodiques [29]. Afin de cerner 
un peu mieux le contexte où de tels cas peuvent se produire, cherchons des critères 
qui soient suffisants pour garantir la stabilité. 


Pour en établir un premier, rappelons quelques résultats cités par Sÿljak [83]. 


définition 1 Une matrice B est dite matrice de Hicks s1 le signe du déterminent 


de ses mineurs principaux est égal à (—1)* où k est la dimension du mineur. 
Notons que si la matrice A définie en (C.8) est stable, elle est une matrice de Hicks. 
définition 2 La forme diagonale D{(B) associée a une matrice B est définie par 


D(Bj; = 0j Vi 


lbi;|] ,2 À J 


theorème 1 Une matrice B ( n X n) dont la diagonale est négative est stable s1 


sa forme diagonale D{B) l’est. 
theorème 2 Une matrice B (n x n) telle que 


b; < OV: 
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bi; > 0i£) 
est stable s1 et seulement s1 est est de type Hicks. 


On établit alors que : 


propriété 4 Soit une matrice À (n+1)x{n+1), dont la structure est donnée en 


(C.8), qui est stable et qui vérifie 


Ofo(V, Y;,1 —_ l,n) 


= { AV go = —ÿ9> < 0 (C.20) 


alors 


GA)=-PODAN = ge ” llaoasoll |; 





ai lai 
Lu? 
j=1 


preuve: Par les théorèmes 1 et 2, la stabilité de A exige celle de D(A), la forme 
diagonale associée. De la stabilité de D(A) et de la propriété 3 découle le résultat. 

La propriété 4 établit que si g+, tendance intrinsèque de AV à retourner à 
l'équilibre , domine les contributions de toutes les variables dynamiques , alors le 
système est stable. Dans le modèle BRDR, g. est toujours positive et le résultat 
s’applique toujours (voir chap. 3, fig. 3.3, p. 30). La différence entre cette condition 
suffisante et la condition nécessaire 3 réside dans l’inversion de signe des termes où 
djoao < 0 et gy; > 0. Le critère laisse intactes les boucles déstabilisantes et inverse 


le signe des autres. 
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Tel que discuté à la page xx, si V°? < l'A diodoi < 0 si Ÿ; est une variable 
d'inactivation d’un courant entrant ou d’activation d’un courant sortant, et con- 
tribue dans ce cas au retour à l'équilibre. Les cas où la propriété 3 est satisfaite et 
où le système est instable correspondent à la situation où g. ne peut assurer seule la 
stabilité et requiert la contribution des variables dynamiques. Il y aura alors perte 
de stabilité par une bifurcation de Hopf, sans que la conductivité membranaire (g) 
se soit inversée. Les cas les plus intéressant seront ceux où l’activation d’un courant 
entrant (g,; < Ü) sera masquée par une variable d'inactivation déjà passablement 
fermée ou par l'activation d'un courant sortant. 

Hearon [32] a construit une autre condition nécessaire de stabilité que nous 
démontrons par une voie légèrement différente. 


De la matrice À précédemment définie et de sa transposée AT formons 


_(A+A7) 
Ses 


B 


La matrice symétrique B a la même structure que À, et tous les résultats 
précédents s'appliquent. Pour : > 0, la condition nécessaire 3 et la condition suff- 


isante 4 sont identiques puisque 


(oi + aio)° 


boibio = |boibio|| = (C.21) 
B sera donc stable si et seulement si 
n ï F : 


“1 4la;l 
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D'autre part, puisque B est symétrique et réelle, toutes ses valeurs propres sont 
réelles. De la suite des valeurs propres de B, gardons les extrema À,;, et Àmuaz: 
Si B est stable, ces deux extrema sont négatifs. On démontre aisément que a:, la 


partie réelle de toute valeur propre de A satisfait 
Âmez < &; < Arnin 


La stabilité de B garantit donc celle de A, et la condition C.22 garantit la stabilité 
de A. 

Ce nouveau critère rend lui aussi déstabilisantes toutes les boucles de rétroaction 
associées aux variables dynamiques. Il les rend symétriques en utilisant pour chaque 
branche la moyenne des coefficients originaux ((ao;+a;o)/2). Cela amplifie les termes 
initialement instables , puisque 


(aoi + ao)? 
4 


si &jodx > 0 , alors > &;0@o: (C.23) 


La propriété 4 laissait ces termes inchangés. Quant aux termes associés aux 
boucles initialement stables (a;oao; < 0), ils seront selon le cas plus grands ou plus 
petits qu'à la propriété 4 puisque si a,b > 0 alors 


(a—b) 


TT < abé a € (0, (1 + /(8/3))8l (C.24) 


En général, aucune des deux propriétés n’inclut systématiquement l’autre. Pour 
un modèle Z;,,(V, Y(V)), en utilisant les définitions de g(V)=-P(A(V)) données à 
l'équation C.12 et à la propriété 4, et en calculant les valeurs C,(V) et C2(V) de la 


propriété 4 et de (C.22), on arrive à la classification 


g(V) < 0 point instable 
g(V) > 0,C(V)et CV) <0 4 point stable ou instable 
g(V) > O0,C1(V)ouC(V)>0 «+ point stable 


C.2 Stabilité des solutions constantes sur un ca- 
ble continu 


Considérons maintenant le système d'équations décrivant un câble uniforme continu 





COPIES eme à OV _ 
nm — JVYi=ln)+s (C.25) 
et Lu à: _ 
dt … fi(V, Yi)? — 1, 


avec fo et f; tels que définis à l’ équation C.1. Tout point critique &° du système 


d'équations C.1, C.3 permet de construire une solution constante de (C.25) 
i_| V 


Po sera localement asymptotiquement stable si 
3 € > Otel que Y P(x,t) solution de (C.25) 


si [| (x,0) — Bol <e 
alors lim P(z,t) = D 


Posant ®(zx,t) = Po + Z(x,t) et linéarisant (C.25) autour de ®, , on obtient 


9? Zo(z.t) 


9x2 


2 z() = AZ(t)+ : (C.27) 
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où À est la matrice (n + 1 x n + 1) définie en (C.8) que nous noterons maintenant 
A(0). Le système C.27 est linéaire. En faisant la transformée de Fourier dans 


l’espace il vient 


—Q2Z0(Q,t) 
2 Z(,0) = AZ(Q,t)+ (C.28) 
0 
(RE) = A(N)Z(N,+) (C.29) 


où A(Q) est identique à la matrice A(0) définie en (C.8) sauf pour l’élément aso(Q) 


qui est donné par 


aoo() = avo(0) — 9? (C.30) 
ai;( 2) as &i;(0) 7 É 0 
C.2.1 Critères de stabilité 


Nous cherchons a établir un hen entre la stabilité d'un point critique pour une 
membrane isolée et celle de la solution constante correspondante pour un câble. 
propriété 5 Soit A(Q) définie en (C.80), alors si A/{0) est stable, 


signe(det(M;(A(Q))) = signe(det(M;(A(0))) V2 


preuve : M,(A(Q)) = Mi(A(0)) vi > O. 


De plus 


det(A(0)) — 6° Il — la; 


3=1 


det(A(0)) +(—1}"+1k,k > 0 


det(A(Q)) 
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Par la propriété 2 signe(det(A(0))) = (—1)**!, ce qui établit le résultat. 


On conclut alors 


propriété 6 Soit la matrice A(Q) avec A{0) stable et répondant à la propriété 4, 


alors A(Q) est stable pour tout (1. 


Evans et Feroe [20] ont analysé numériquement le comportement de A((2) autour 
du point d'équilibre du modèle H-H standard . Ils concluent à la stabilité de A((?). 
On vérifie aisément que la matrice satisfait la propriété 4 et que l’analyse numérique 


aurait pu être évitée. 
C.2.2 Cas d’un modèle simplifié J;,,=f(V) 
Pour un modèle simplifié du courant ionique 

Lion = f(V) 


les equations C.1 et C.25 deviennent respectivement 


dV 
OV OV 


Dans ce cas V®, point critique de (C.31), sera stable si et seulement si 


f(V7) = 0 


df(V) 


av —q < 0 


vo 


La stabilité de V® assure celle de la solution V(x,t)=V® de (C.32). 
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En effet, en linéarisant autour de V° et en appliquant une transformation de 


Fourier spatiale comme en (C.27), on obtient 


0Z(Q,t) _ df(V)| ni 
nm Lt # N?)Z(Q,t) = -||k(N)]Z(Q, +) (C.33) 


V(Q,t) = V(Q,0)exp(—||k(Q)||t) (C.34) 


Ce qui est évidemment stable puique |k(Q)| > 0VA 


C.3 Stabilité des solutions propagées à vitesse 
constante 


Pour étudier les solutions propagées de (C.25), on passe au système de coordonnées 


x E = x — Ot . 
AT (C.35) 


où € est une coordonnée qui suit un front d’activation se déplaçant à une vitesse 
Ô dans le sens des x croissants. w sera égalé à x ou t selon que l’on examine 
l'écart temporel ou spatial entre une solution particulière et la solution propagée. 


Le système C.25 s'écrit dans le nouveau système de coordonnées (V(£,w), Y:(£,w)) 


OV OwôV _ SV  0V  0V 


TT 5E * 5 du = de * Dow ? dur ? AV Fist = l,n) (C.36) 
OY;, OwOY, | Me à 
+ D De — EVE). i= LL 


avec Ow/Ot ou Ow/Or = 0 , selon que w =x ou w=t. Une solution propagée à 


vitesse constante ne dépend que de € (i.e. V = V(E£),Y; = Yi(£)) et (C.36) devient 


XXXV 


dV dV 
de + UE + fo(V, Yi, 2 fs 1,n) = 0 (C.37) 
T a + AVE) = Dislis 
Da(E) = [V4(E), YS(E) ,i = 1,n]7 (C.38) 


La solution ®;(£) sera stable si des perturbations inférieures à une certaine am- 
plitude s’amortissent de telle sorte que la solution revienne asymptotiquement vers 


Pa(Ë), ou Ps(E + h) si l’on accepte que la perturbation puisse induire un déphasage, 


1.e. 
3k>0,ht.q. sil ®(E,0) — BE) < k (C.39) 
alors Jim |B(E,w) — Ba(£ + h)|| —+ 0 

où || || est une norme fonctionnelle appropriée. On peut traiter le problème par 


perturbation [20]. Définissant 


B(E,;w) = Pa(é) + P,(6, w) 
®,(E,w) _ [V,(£, w), Yi, (€, w) = 1,n]7 


et linéarisant (C.36) autour de ®,(£) , on obtient dans le cas ou w=t 


% DUR 


i=1 


dE? (6/4 


7 2 
ae Ô Vs OV, ce (C.40) 








&V, OV, , 
= 5e 09e + Jolé)Vr + D Jo(E)Yin 


t=1 
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Ds _ a (O y, 2] y 
n “"% a) rtarl, 
On 
= 0 Jo(E)V, + Ji(E)Ys 
ÔË 
ou sous forme vectorielle 
02 (ét 
®, (6,1 si 
PE) 00,60 +260 4 : (CA) 
Ôt dE - 
Empruntant la notation de Evans et Feroe [20] 
RÉ 2 (68, (8,0) + Dd,(6,t) (C.42 


La matrice J(£) à la même structure que (C.8), mais ses coefficients dépendent de 
€. Evans et Feroe ont démontré que ®(£) est stable au sens de (C.39) si et seulement 
si le système linéarisé C.41 l’est. La démarche utilise des techniques sophistiquées 
d'analyse des opérateurs. Appliquée au modèle H-H, elle donne des résultats com- 
patibles avec la stabilité d’un front rapide, mais l'évaluation des différentes quantités 


nécessaires au diagnostic final s’avère numériquement impossible. 


Appendice F 


Solutions stationnaires d’un câble 


continu avec 1,,,(V) 


Dans le cas où les variables dynamiques sont fixes ou suivent instantanément leur 
valeur d'équilibre, le système d'équations E.1 (app. E) décrivant un câble continu 


soumis à un courant de stimulation indépendant du temps est réduit à 


OV OV 
E" —— Dr + f(V) FE Liin(æ) ) [xl < L (F1) 
PE = VE) = 0 


Les méthodes développées à l’appendice E pour construire les solutions sta- 
tionnaires du système E.l avec 1,:;, ponctuel ou constant sur une partie du câble 
sont directement applicäbles à F.1. Dans ce dernier cas, on peut aussi obtenir des 
résultats sur la stabilité des solutions stationnaires non constantes. Nous illustrons 
pour une forme particulière de f{(V) la nature et la stabilité de ces solutions. Nous 
expliquons d’abord pourquoi et comment le théorème de comparaison, directement 


applicâble à F.1, rend la construction de ces solutions particulièrement intéressante. 
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F.1 Le théorème de comparaison et ses conséquences 


La version du théorème de comparaison que nous utilisons [7] s'applique quand il y 


a plus d’une dimension spatiale et nous le donnerons dans toute sa généralité. 


F.1.1 Théorème de comparaison 
Soit N(u) = L(u) — f(u) = üu, — V?u — f(u) où u et f(u) satisfont les propriétés: 


a) f(u) est une fonction continue au sens de Lipshitz, 1.e. satisfaisant 


VSCR, VU) E S. 1e(8) € R50 
tel que || f(x) — f(y)| < as) 


Toutes les fonctions f(V) déduites du courant ionique avec des variables dy- 
namiques fixes ou dépendant uniquement du potentiel répondent à cette pro- 


priété. 


b) Pour un milieu spatial infini, 


u : RTx(04>0) = Qu R 
u(x,0) = uo(r), (x,0) = R° x [0] = So 
Q. : QU So 
b) Pour un milieu fini, 
Q C À, et fermé 
d9? : frontière de {? 
u : A x (0+1>0) =Q—R 
u(x,0) = uo(x) ,(x,0) = Q x [0] = So 
Q: : QU So 


avec des conditions frontières de Newmann 


—  : dérivée normale à dQ 


— = b(z,t) : dAx[0,t|——R 
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Soit u(x,t), une fonction continue sur Q, avec 


N(u) < N(u)< 0 dans Q, 


u(z,0) < uo(x) dans So 


et pour un milieu fini 


© 
e 


= < b(z,t) sur dA x [0,t] (F2) 


= 


Alors 


|A 
& 
7 
Re 
+ 


u 


Si < est remplacé par > avec une nouvelle fonction ü,on a 


ü > u sur (: 


Cet important théorème nous permet de borner les solutions de (F.1) pour 
étudier leur comportement. Il garantit aussi (entre autre pour 1l4;,(x) ponctuel 
ou constant) que deux solutions choisies de telle façon que leurs conditions initiales 


ne se coupent pas ne pourront le faire pendant leur évolution temporelle ultérieure. 


F.1.2 Conséquences 


Nous avons vu à l’appendice E comment construire les solutions stationnaires du 
système F.1. Pour un système unidimensionnel (V , Y: absents) où les solutions 
doivent restées bornées, les solutions stationnaires sont les seules fonctions vers 
lesquelles la dynamique peut asymptotiquement converger. Dans un système con- 


tinu, une solution Ÿ(x,t) converge asymptotiquement vers une solution stationnaire 
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lim Y(x,t) — (x) = 0 


Il faut bien sûr choisir une norme qui mesure la distance entre deux fonctions et 
plusieurs choix sont possibles [11]. 

Si une solution stationnaire ®.(r) est asymptotiquement stable, il existe un 
voisinage autour de ®,(x) tel que pour toute fonction Ÿ(r,0) compatible avec le 
système F.1 et comprise dans ce voisinage, Y(x,t) converge asymptotiquement vers 
P,(x). 

Inversement, un tel voisinage n’existe pas pour une courbe stationnaire instable 
®;,.(t). Rien n'exclut cependant que certaines conditions initiales ne ramènent la 
solution à $,(x). On est assuré cependant qu'il y a des conditions initiales dans 
le voisinage de ®;,.(r) qui ne convergent pas vers D,,.(r). La dynamique qu'elles 
induisent ira donc vers une autre solution stationnaire, stable ou instable. Les 
seules dynamiques qui sont globalement attractives (sous perturbations répétées) 
sont celles qui convergent vers des solutions stables. On peut donc distinguer les 
classes de dynamiques qui ramènent aux solutions stables selon qu'elles passent ou 
non au voisinage de solutions instables. Si le théorème de comparaison s’applique, 
on peut aussi distinguer des familles de conditions initiales dont l’évolution est 
bornée par chacune de ces classes de dynamiques. 

Il est utile de poser le problème dans un contexte équivalent à celui de la 
théorie des bifurcations pour les systèmes d'équations différentielles ordinaires que 


nous avons utilisés dans les chapitres précédents. Dans ce cas, l’analyse du ja- 


cobien du système aux points d'équilibre permet de diagnostiquer leur stabilité. 
Chaque vecteur propre définit localement une direction (variété) par où la dy- 
namique s'éloigne ou s’approche du point, selon le signe de la partie réelle de la 
valeur propre associée. Ces variétés se prolongent dans l’espace. Si leur reconstruc- 
tion analytique est impossible, la simulation numérique permet toutefois de s’en 
approcher en examinant les dynamiques (flots) associées à un ensemble de condi- 
tions initiales. Si aucune solution périodique n'existe, et c’est le cas pour un système 
du premier ordre à une dimension, tout l’aspect qualitatif de la dynamique dépend 
de ces variétés et de leurs interactions. 


Considérons 


U = [-L,L] 
W = {p(z): UHR, compatibles avec F.1} 


L'ensemble W contient toutes les fonctions solutions du système F.1. La dy- 
namique s'interprète comme une transformation continue (semi-groupe d'opérateurs) 
de W + W et l’évolution du système depuis une condition initiale particulière 
(Do(x) € W) correspond alors à une courbe dans W . Les solutions stationnaires 
décrites précédemment sont des points de W qui jouent, quant au flot dans W, le 
même rôle que les points fixes d’un système d'équations différentielles ordinaires 
dans R7, à la nuance près que W est de dimension infinie. Suivre l’évolution d’une 
solution avec une condition initiale ® suble ou instable + € est en quelque sorte équivalent 
à prolonger une variété stable ou instable autour d’un point fixe. 


On comprend l'intérêt qu'il y a à construire les solutions stationnaires et à 
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obtenir des renseignements sur leur stabilité. On voudrait savoir par exemple si 
les solutions instables se comportent comme des foyers instables ou des points de 
selle et, dans ce dernier cas, quelle est la dimension des variétés stables et instables 
associées. De tels résultats existent dans la littérature pour une classe particulière 
de courants ioniques f(V). Nous allons exposer ces résultats à la prochaine section. 

Que pouvons nous apprendre de ces résultats qui soit applicäble au câble mul- 
tidimensionnel (V,Ÿ:) dans les cas où l’on ne peut négliger l’évolution temporelle 
des variables dynamiques? On n’a pas de version du théorème de comparaison qui 
soit applicäble en général (pour une version multidimensionnelle, voir [80]). Les 
résultats sur la stabilité des solutions stationnaires sont à peu près inexistants et on 
ne peut exclure l’existence de solutions périodiques homogènes ou non dans l’espace. 

On peut cependant observer par simulation numérique l’évolution des solu- 
tions stationnaires injectées comme condition initiales. La discrétisation spatiale 
et temporelle inhérente à toute méthode de reconstruction numérique transportera 
inévitablement la dynamique vers les solutions stables. La comparaison de ces 
résultats avec ceux que prédise l’analyse du cas unidimensionnel pourra fournir des 


indications sur des aspects importants de la dynamique. 
F.2 Forme particulière de J;,,(V) et ln constant 


De nombreux résultats existent quant à la stabilité des solutions stationnaires du 


système F.1 pour les fonctions f(V) répondant à 


f(0) = f(a)=f(1)=0,ae (0,1) 
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f(V) < 0,VE(0,a)l J(1,00) 
f(V) > 0,VE(a,1)l J(—-00,0) (F.3) 


fv(a) > 0, fv(0), fv(1) < 0 


© 
À 


1 
[ fav 
0 
Cette classe de modèles, directement inspirées des équations de Van der Pol [38], 
fournit une représentation simplifiée des cellules excitables où l’on néglige le temps 
d'activation du courant sodium entrant (1,,) et où les autres variables dynamiques 
sont fixes. On retrouve le même système dans des problèmes de génétique des 


populations et de combustion, ce qui explique l'intérêt qu'il a suscité et les nombreux 


résultats acquis [1,7,22|. 
F.2.1 Solutions stationnaires 


Avec les conditions F.3, le système F.1 (avec I, (x) constant) a trois solutions sta- 
tionnaires constantes V(x)=0, a, 1. V(x,t)= 0 et V(x,t)}=1 sont stables et V(x,t)= 
a est instable. 
Par ailleurs, si l’on choisit comme condition initiale une fonction V(x,0)=D, le 
système F.1 se réduit à 
OV 
mn = 10) 
Si D > «, le système converge vers V(x)=1. Pour D < a, il converge vers V(x)=0, 
V(x)= a servant de séparatrice. 
Par le théorème de comparaison, toute condition initiale V(x,0) converge asymp- 


totiquement vers V(x,t)=1 si a < V(x,0) < 1 ou V(x,0) > 1, et vers V(x,t)=0 si 
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a > V(x.0). 

Par le même raisonnement (construction d’une borne maximale et minimale), on 
prouve qu'il ne peut exister de solution stable bornée qui ne soit pas comprise entre 
V(x,t)=1 et V(x,t)}=0. A titre d'exemple, posons qu'il existe une solution stable 
V;(z) > 1 sur un intervalle de x et atteignant une valeur maximale V,,,, > 1. 
La condition initiale V(x,0)}=D > V,,: génère une dynamique qui converge vers 
V(x)=1 et coupe V,(x), ce qui est interdit par le théorème de comparaison. 

Il faut maintenant étudier les solutions stationnaires pour trouver si d’autres 
solutions stables existent entre V(x,t)=0 et V(x.t)=1. 

A l’appendice E (section E.2), nous avons montré que les solutions stationnaires 


non constantes de (F.1) avec Z,:;,,(x) =0 répondent à la relation 


V.(z) = +y2(C — F(V)) 
V 
F(V) = |, f(v)du 


Si Litim(z)= constante £ 0, on remplace f(V) par f(V)+1l,4;m. Pour répondre aux 
conditions frontières, les solutions doivent être des courbes qui dans le plan (V,V,) 
commencent et se terminent sur l’axe V. Elles existent s’il y a une valeur de V où 
f(V)=0 et fy(V) >0. Selon la définition F.3, le point a satisfait ces propriétés et 
les solutions existent. 


En choisissant V,. =0, on a aussi 


F(0) = 0 


F(0) , F(1) = marima 
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F(a) = minimum < 0 


3% € (0,1)t.9. F(k)=0 (F.4) 


Les courbes que nous cherchons correspondent à des valeurs du paramètre C 
comprises entre 0 et F(a) < 0 (voir exemple: fig. F.1, p. Ixiv). 

Il reste à choisir les solutions qui s'adaptent à la longueur 2L du câble. On calcule 
l'extension spatiale £L(C] de chaque branche +;/2(C — F(V)) (eq. E.8). Notons 


Wi(C) et V:(C), les deux potentiels où C-F(V)=0 et S*(C,TÏ), les deux solutions 


correspondant à +,/2(C — F(V)) avec Ï=£(C). On constate que 
a) si L(C) < 2L pour tout C, il n’y a pas de solution acceptable. 


b) si 3 C tel que £L(C)=2L , on a deux solutions S*(C,2L) où le potentiel va de 


Vi(C) à V2(C) en croissant ou décroissant de façon monotone. 


c) si 31C tel que K £L(C)= (2L),kE N > 1, on peut construire des solutions en par- 
courant l’une des branches +,/2(C — F(V)) , puis en revenant par la branche 
opposée jusqu’à ce qu'on ait couvert la distance 2L. On joint donc successive- 
ment les solutions S*(C,2L/k). Nous noterons ces 2 solutions SÉ(C,u), avec 


u=2L/K. 


On peut aussi introduire des contraintes supplémentaires qui limitent le nombre 
de solutions, par exemple que les bouts du câble soient des minima ou des maxima 


du potentiel, ou que la solution soit symétrique par rapport au centre du câble 


(V;(0)=0). 
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Figure F.1: A) Cas particulier de {(V) et de F(V)=f} f(v) dv. 


B) Avec les fonctions données en À, solutions stationnaires (+,/2(C — F(V)) pour 
C=0, -0.01, -0.02 et -0.03. 


ET, 
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C’est donc la forme de £(C) qui fixe le nombre de solutions, et elle dépend du 
détail de la fonction f(V). Dans le cas particulier où f(V) = -V (V-a) (V-1) avec 


a € (0,0.5), Smoller et Wasserman [81] ont prouvé que £(C) répond à : 


d£(C) 

TAC (F.5) 
£L(—-F(a)) nu Lonin > 0 
Em £L(C) — oc 


Conséquemment, dès que la longueur du câble atteint L,:,, les solutions S*(C,2L) 
apparaissent. Puisque d£(C)/dC > 0, leur amplitude |[V,(C) — V:(C')|| croit avec 
L et il n’y a pour chaque longueur de câble qu’un et un seul couple de solutions 
acceptables SË. 

Dès que 2L=21,,;,, un deuxième couple de solutions s’ajoute qui correspondent à 
un tour complet dans le plan (V,V,). On les construit en joignant les deux solutions 
SE(C;L), et on les a noté S*(C,L). L'apparition d’un nouveau type de solution est 
une bifurcation contrôlée par la longueur du câble. 

Le processus se reproduit à 2L=31,,:,,..,NL,;,, donnant naissance à une cas- 
cade de bifurcations successives (pour figure illustrant un cas particulier de la re- 
lation entre C, les voltages minimum et maximum des solutions stationnaires et le 


longueur du câble, voir chap. 7, fig. 7.7, p. 192). 
F.2.2 Stabilité des solutions stationnaires non constantes 


Pour établir les propriétés de stabilité des solutions générées à la section précédente, 


il faut utiliser un résultat établi par Chafñffee [11]. Dans le cas général où f(V) est 
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une fonction C?-continue, sans aucune autre restriction, il prouve que toute solution 
stationnaire non constante isolée de (F.1) est instable . La métrique utilisée pour 
mesurer la distance entre deux fonctions définies sur un intervalle x € [—{,{] est la 


norme supérieure C1: 


lg-#l" = limsup||é(x) — #(x)| 
—[<r<l 
lé—#|" = limsup|lé.(x) — #.(x)|| 
—1<z<l 
lvl = 8-41 +1lé-v| 


Une solution est isolée si elle est séparée de toute autre par € > 0. Toutes les 
solutions construites précédemment sont isolées puisque, pour une longueur donnée 
de câble, il n'existe qu’une courbe de chaque type (S*(C,2L),S*(C.L)..) et que les 
deux courbes de chaque type sont isolées l’une de l’autre. Elles sont donc toutes 
instables. 

Conley et Smoller [13] ont cherché la dimension de la variété instable des so- 
lutions stationnaires non-constantes, avec f(V) répondant aux conditions F.3. Par 
des méthodes topologiques, ils ont associé une dimension de 1 à la variété insta- 
ble. Chaque courbe stationnaire se comporte donc comme un point de selle dans 
W, l’ensemble des fonctions compatibles avec (F.1) (voir section F.1.2 pour une 
définition de W). 

Notre système n’a donc que deux solutions stationnaires stables, V(x,t)=0 et 
V(x,t)=1. V(x,t)= a et l’ensemble des courbes stationnaires #,(r,C), qui sont 


toutes comprises entre V=0 et V=1, sont instables. Le théorème de comparaison 
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s'applique et si une condition initiale V(x,0) est partout inférieure ou supérieure à 
ces solutions instables, le système convergera asymptotiquement vers V(x,t)=0 ou 
V(x,t)=1. On reste cependant incapable de prédire si les conditions initiales qui 


coupent les solutions stationnaires doivent converger vers 0 ou 1. 


On notera que le résultat de Chaffee est très puissant. En général, il est très 
difficile d'obtenir analytiquement les propriétés de £L(C) à cause de la discontinuité 
de la fonction 1/,/C — F(V) aux points V(C) et V2(C) qui bornent les solutions 
stationnaires. On peut cependant dans chaque cas particulier obtenir par simulation 
numérique la forme de £(C), savoir si les solutions stationnaires sont isolées ou non 


et connaître ainsi leur stabilité. 


La preuve de l'instabilité des solutions stationnaires non constantes pour des 
câbles finis exige des techniques d’analyse sophistiquées où participent la topologie 
et la théorie des semi-groupes. Pour un câble infini, avec V(+o) = 0, Aronson 
et Weinberger [1] démontrent des résultats équivalents en utilisant le théorème de 
comparaison. Appelons #,(y, L) une solution stationnaire de (F.1) pour un câble de 
longueur 2L et correspondant à un tour complet dans le plan (V,V,). Considérons 


®.(x, L,to) , construite à partir de (y, L) et symétrique par rapport à ro avec 


Ps(z, L,to) Ys(y, L) y € [-ZL, L] , T € [to — L, xzo + L] 


Ps(r, L,to) a D, z € [ro — L, ro + L] 


Ils prouvent que 
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Soit U(z,t), solution sur R XR* de (F.1) et (F.3), si 3x0, to et L tels que 
U(x, to) > P(z, L,to) 


alors lims.U(z,t) = 1 


Le résultat est très puissant puisqu'il suffit que la condition initiale soit supérieure 
à l’une des solutions stationnaires d’un câble fini sur un intervalle quelconque pour 
que tout le câble se retrouve asymptotiquement dépolarisé (U(x,t)=1) . Pour des 
conditions initiales avec un seul maximum et différentes de zéro sur une région 
finie, la dépolarisation s’installera par l’intermédiaire d’une solution propagée, à 


une valeur critique unique de vitesse . 


F.3 Cas particulier de f(V) et stimulation ponctuelle 


Nous cherchons les solutions stationnaires du système F.1 avec f(V) répondant aux 
conditions F.3 et Liim= 1oô (x-ro). Elles répondent aux relations (appendice E, 


section E.3) 


V, = +ÿYAC-F(V)),z€ (zË,+L) 
V.(HL) = 0 
I = V:(z5)-V.(zé) (F.6) 


Nous traitons d’abord de stimulations centrées (r0=0). Nous cherchons des solu- 
tions symétriques par rapport à l’origine avec un seul maximum à x=0 et où V(+L) 


sont des minima. Ces solutions nous intéressent car elles sont naturelles quand on 


P'éda 

boar 
applique une stimulation à un câble initialement au repos. Dans ce cas, la condition 
F.6 devient V.(0-)=-V.(0+)=15/2. Nous considérons 1, > 0 mais toute la discussion 
est aussi applicable à Jo < 0. 

Construisons une solution pour le demi-câble gauche [-L,0-). La condition 
V.(-L)= 0 impose que l’on ne garde que les courbes V2(C - F(V)) qui partent 
d’un potentiel V1(C) sur l’axe des V. Pour que V(-L) soit minimum, on doit se 
restreindre à deux familles de courbes. D’abord les So(C,u) dont on s’est servi à 
la section précédente, et les courbes qui partent de l’axe V à des potentiels > 1. 
Notons les 5,,,(C) comme sur la figure F.2 ( p. Ixv). 

On ne peut retenir que les courbes qui passent par V.=10/ 2, la dérivée à x=0. 
Il y a sur chaque courbe S,,,(C) un point V,(C) qui satisfait cette condition. On 


retient les valeurs de C où 


Le (FT) 


Vi(C) RAT" 

Si d£(C)/dC > 0 (voir eq. E.8 }), cette courbe sera unique pour chaque 1, et L. 

Pour pouvoir construire des solutions avec les So(C,u), il faut Lo < V-2F(a) 
et ne peuvent contribuer que les courbes où 0 > C > 12/8+F(a). Les So(C,u) 
pourront alors égaler 19/2 en deux potentiels V;(C). Si d£(C)/dC > 0, on trouvera 
alors deux solutions répondant à la condition F.7. Elles sont notées Sy; et S;r à la 
figure F.2. Il y aura un courant appliqué 7,,,.(L) où ces deux solutions se rejoignent, 
puis disparaissent. 


Si les solutions S; et S,., sont stables, 7,,.(L) répond 3 la définition du courant 
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Figure F.2: Construction des solutions stationnaires pour un câble stimulé à x=0 
À partir des solutions stationnaires d’un câble non-stimulé, on construit deux solu- 
tions Sr et Sy pour chaque valeur du courant de stimulation inférieure au courant 
de rhéobase. S,., est obtenu en utilisant la relation +,/2(C — F(V) pour des valeurs 


de V supérieures à celle où F(V) atteint son maximum. 
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rhéobasique [44] , i.e. la valeur maximale du courant de stimulation où le câble ne 
se dépolarise pas spontanément. Sa valeur dépend explicitement de la longueur 
du câble. En général, la jonction entre les solutions S7 et Sr ne se fera pas 
nécessairement au potentiel a et le potentiel maximal associé à Z,,,-.(L) dépendra 
lui aussi de la longueur du câble. 

Nous avons vérifié par simulation numérique pour un f(V) répondant aux pro- 
priétés F.3 (modèle CSP, chap. 7) que les solutions S7 et S.., sont stables et 
Srr instable. Il n'existe cependant pas de preuve analytique de cette conjecture. 
Nous présentons quelques considérations qui rendent le résultat plausible tout en 
suggérant des approches pour la démonstration. 

La construction de Sr et Syr est équivalente à imposer sur un demi-câble de 
longueur L une portion de la solution stationnaire d’un câble plus long non-stimulé. 
Notons cette longueur L,u(10, L). Il y a donc une relation directe entre le courant 


de stimulation et l’allongement du câble non-stimulé correspondant : 
LI = L + VE = Lequ( Lo, L) 


Lorsque 15=0, S7 devient la solution stable V(x,t)=0 et Sr la solution instable 
So(C, L). 

Les solutions Sr, Srr et Su, d’un câble stimulé ponctuellement sont obtenues par 
la déformation continue des solutions d’un câble non-stimulé V(x)=0, 1 et So(C,L) 
par le paramètre Lo. À To = Imar(L), SI et Syr se confondent, puis disparaissent. 


Puisque la transformation est continue, les propriétés de stabilité des solutions de- 
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vraient être conservées jusqu’à lms-(L), où il y a bifurcation. Sr et S,., devraient 
être stables comme l’étaient V(x)=0 et V(x)=1 dont elles émergent, et Sy insta- 
ble, servant de séparatrice comme la solution stationnaire non constante dont elle 
procède. 

Remarquons aussi que si l’on ne demande plus que la solution soit symétrique 
autour de x=0, avec un potentiel maximum, on peut construire d’autres solutions 
stationnaires selon la méthode décrite à l’appendice E (section E.3). 1,,,.(L) reste le 
même et à cette valeur seule la solution symétrique est possible. Pour des courants 
appliqués < Zh::(L), si l’on peut construire un ensemble continu de solutions sta- 
tionnaires en faisant varier les valeurs V,(0*) pour satisfaire la condition F.7, les 
solutions stationnaires ne sont donc plus isolées au sens de Chaffee (voir section 
F.2.2). Peut-être son théorème peut-il être étendu pour inclure avec certaines re- 
strictions le cas d’une stimulation ponctuelle? 

Pour des stimulations non-centrées, on a décrit à l’appendice E la construction 
des solutions. Si d£/dC > 0, on trouve encore un courant 1,,- où les solutions 
de type Sr et Srr disparaissent. Ce courant dépend à la fois de L et zo, le point 


d’application du stimulus. 


F.4 Solutions stationnaires non constantes :ex- 
tension à 2 et 3 dimensions 


Pour un milieu bi ou tridimensionnel, on étudie le système : 


VIV(X t)+f(V)= VX D, XES C R,2<i<3 (F.8) 
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On choisit comme conditions frontières, si S = R7, 
limx|l—00 V(X, t) = 0 


ou, si 9 C À" avec dS frontière de $S et . dérivée normale à dS, 


OV(X, t) 


= d 
ôn 0,X € dS 


Pour n=2, le système représente des milieux intra et extracellulaires continus, ho- 
mogènes et de résistivité constante. Les tenseurs de résistivité de chaque milieu sont 
multiples l’un de l’autre. Les deux milieux sont séparés par un feuillet de membrane 
cellulaire. On assume que le potentiel est constant selon l’axe perpendiculaire au 
plan membranaire [75]. 

Pour n=3, il s’agit du modèle bidomaine [67,28] qui suppose une distribution 
continue et uniforme de la membrane et des milieux intra et extracellulaires dans 
le volume. 

V(X,t)=0, a et 1 sont solutions stationnaires de (F.8) . Dans le cas ou S = R", 
on prouve la stabilité de V(X)=0 et V(X)=1 et l'instabilité de V(X)=a par la même 
méthode que dans le cas unidimensionnel : linéarisation puis transformée de Fourier 
dans l’espace. 

Pour un milieu fini, posant V(X,t) = VO +W(X,t), V° = 0, a ou 1, et 


linéarisant autour de V°, (F.8) devient 


VX, 2) + = WA(X0), = POI (F.9) 
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vraient être conservées jusqu’à l-(L), où il y a bifurcation. Sy; et S,,, devraient 
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Remarquons aussi que si l’on ne demande plus que la solution soit symétrique 
autour de x=0, avec un potentiel maximum, on peut construire d’autres solutions 
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Pour des stimulations non-centrées, on a décrit à l’appendice E la construction 
des solutions. Si d£/dC > 0, on trouve encore un courant l,,- où les solutions 
de type Sr et Srr disparaissent. Ce courant dépend à la fois de L et zo, le point 


d’application du stimulus. 


F.4 Solutions stationnaires non constantes :ex- 
tension à 2 et 3 dimensions 


Pour un milieu bi ou tridimensionnel, on étudie le système : 


VIV(X t)+f(V)= VX, XES C R,2<i<3 (F.8) 
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Posant W(X,t) = U(X,t)exp(yt) et substituant dans (F.9), il vient 
VU(X, t) = U,(X,t) (F.10) 
Posant enfin U(X,t) = U(X)exp(—Àt) dans (F.10) 
V?U(X) + AU = 0 (F.11) 


Avec des conditions frontières de Newmann, (F.11) a des solutions pour À > 0 [4,3]. 


Donc, le comportement asymptotique de W(X,t) (eq. F.9) dépend uniquement de 


D df(V 
= 





yo. Les conditions F.3 sur f(V) assurent la stabilité de V(X,t)=0 ou 
1 et l'instabilité de V(X,t)= a pour tout milieu borné $ de À", en autant que sa 
frontière dS soit C? continue. 

On ne peut discuter de l’existence et de la stabilité de solutions stationnaires non 
constantes dans un contexte aussi général. Puisque nous nous intéressons surtout 
a des stimulations centrées, cherchons des solutions stationnaires symétriques et 


centrées V(X,t)=V(r). (F.8) devient: 


TN — 


V,(r,t) + Lite EYE FO) = Pre rec '.nue=5,s (F1 





rl 


avec selon que le milieu soit fini ([0,R]) ou infini 


V.(R,t) 


Î 
© 


(F.13) 


© 


ou lim, V(r,t) 


Pour des milieux infinis , on démontre [4,3] 


1ç0,C,6 > 0,C € [a,l]et U(r) solution de (F.12)t.q. 


lxxv 


U(0) Ç, U(r) > 0, U(z) > U(y) si [x] < [y] 


A 


[U| C'exp(—ôr), ê < 2 


Il existe aussi une infinité de solutions à (F.12) dont la dérivée change de signe 
et où U(r) < U(0) € [a,1]. La solution F.4 peut être considérée comme solution 
de base, puisque c’est la seule qui n’a qu’un maximum. Toutes ces solutions sont 
instables. 

Pour des milieux bornés, une solution similaire à (F.4) existe [4,3]. Les solutions 
du câble infini où la dérivé change de signe peuvent être tronquées aux points où 
U, = 0 et utilisées comme solution d’un milieu fini, si l'extension spatiale concorde. 


Il n'existe pas de preuve de stabilité ou d’instabilité dans ce cas, mais on peut penser 


que les solutions restent instables comme celles d’un milieu infini. 


Appendice G 


Profil spatial des solutions 
stationnaires 


Il faut calculer le profil spatial V(x) de la solution 


V, = +ÿ2(C—F(V)) (G 2) 
F(V) = f, f)de 


F(V) est obtenu par intégration numérique et V, est choisi tel que f(V,)=0. On 


cherche une solution avec V(0) tel que V,(0)=0. Par inversion de (G.2), on a 


D mm PPT (G.3) 


/2(C — F(V)) 


Le point V(0) présente un problème car P(V(0)) diverge. Posons W5=V(0), 
V=V + AV. Assumons que la variation spatiale du potentiel entre VW, et Vi suit 


une parabole, 1.e. 
(V-VW)= Ar, A>0 (G.4) 


Par (G.l)ona 


d'(V — W) 


+ =2A=-f(V) (G.5) 
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Sur l'intervalle AV = Vi — VW, on approxime f{(V) par (f(Vo) + f(Vi)/2) , ce qui | 
donne À et par substitution dans (G.4) une approximation de Az. On contrôle la 
précision en répétant l'étape avec un increment AV réduit de moitié. 

Pour les autres points, on utilise directement la relation G.3, avec entre deux 
potentiels VW, VW, 


_ P(V) + PM 


. EU y — ve) (G.6) 


On contrôle encore la précision en réduisant (V, — VW). S’il y a un autre potentiel 
où V,=0, on réutilise l’approximation G.4 et G.5, mais avec À < 0. 
Cette méthode est rapide et donne de bons résultats si la précision est choisie 


convenablement. 


